Objetivos

Temario de la clase

e Ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs)
e Problemas de valores/condiciones iniciales
e Metodos Runge-Kutta

e Sistemas dinamicos

e Caos



EDOs en la fisica
Supongamos que queremos resolver el problema de movimiento balistico
en forma numérica.
Las ecuaciones de movimiento son ecuaciones diferenciales ordinarias:

dv

E _f(-xu t)
dz _
ar

donde v = v(z,1), z = z(1).

Para calcular la velocidad podemos hacer diferencias finitas:

@ ~ &
dt At
como Av = v(r 4+ Ar) — v(¢) y ahora si pensamos que 7, = 0y que ; = iAt.

Vier = vi + Atf (x;, 1)

Haciendo lo mismo con la posicion:

Xip1 = X; + Aty



Método de Euler

Esto que acabamos de hacer es el metodo de Euler y se puede aplicar a
cualquier EDO.

X(t)

1D: Xiyl = X; —|—f(x,-,t,—) —
& = flx,1)

Multidimensional:

Xip1 =x; +f(xi, ) — % =
f(x,1)

donde ahora x es un vec-
tor de N, componentes x =

(x(l)v T ax(NX))




Ecuaciones diferenciales de orden superior

Si tenemos una ecuacion diferencial de orden n:

d"x dx d%x dx
=flt,x,—, —=, ..., ——
dr Fitx, de’ de2’ ’dt"—‘)

lo que se puede hacer es convertirlas en ecuaciones de primer orden.
Redefinimos con nuevas variables:

dx Fx_du _

. dx  de d"x
RRE— , _— = = X7, s = 7 =X3,...
da ! a2~ dr P dB dar VU am

:f(taxax17x27 v axn—l)

Se convirtieron en n ecuaciones diferencias de primer orden con n variables.
Como es un problema de condicion inicial para resolverlo se requiere de
todas:

x(0) = a1, %2(0) = az, x3(0) = as, ... x,—1(0) = a1



Problemas de Euler

Siempre sub-estima la curvatura de la solucién. Para movimiento oscilatorio
la energia de la solucién de Euler crece con el tiempo.
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Podemos mejorar la precision utilizando la serie de Taylor?

El metodo de Euler solo usa aproximacion de primer orden, podemos usar
Ordenes superiores?

1d? &x o 1 &

2! dr? 31 ds

El dltimo término que con3|deremos es el orden de la integracion y luego lo
que quedaria seria el error de truncamiento.

x(t+0) ~ x(r) + —6+

Jm dm+1
T (m+ 1) Aot

El gran problema de esto es que solo disponemos de ; bero no
disponemos de los érdenes superiores.



Método de Runge-Kutta de 2do orden
Si queremos ir a segundo orden en la serie de Taylor seria:

dx 1 d*x
5) ~ Xy X5
X(r40) () + 30+ 5770

¢k df(x(),0)
a2 dr dt
Debemos ser cuidadosos para evaluar la derivada de la funcién f con regla

de la cadena:

df (x(2),1) _ Of | Of dx

dr ) + Ox dt
=fh+ff

Reemplazando,

xX(t 4 6) =~ x(1) + f(x,£)0 + %(fr + £f)6°



Método de Runge-Kutta

Buscamos entonces una regla de integracion que me determine los
siguientes coeficientes:

X(140) = x(1) + cof (x,1)0 + c1f [t + dod, x + d16f (x,y)]0
Vamos a hacer ahora una nueva serie de Taylor pero de f,

Flt+dod,x+ diof (x,y)] = £(2,%) + (fddo +ff 5y )5

Nos fuimos a segundo orden!:

x(r+8) = x(1) + (co + ¢1)f (x,0)d + ¢1 [fidod + dyfiexdf (x,)]0]
Para esto se debe cumplir que co +¢1 = 1, c1dy = 1, c1dy = 3.



Método de Runge-Kutta de segundo orden

Hay multiples soluciones a los coeficientes, dos conocidas son:

El método de Euler modificado: ¢o =0, ¢; = 1,dy = § di = 3
El método de Ralston:co =1, ¢; =1, dy=2d =3
(14 Af) = x+ ~ky + 2k
X =X Skt 5k
ki = 0f(x,1) (1)
kgzéf(x+k1,t+6) (2)

Es equivalente a tomar el promedio de la pendiente enty en ¢t + Aty usar
la pendiente del promedio en el metodo de Euler para determinar x(r + Ar).



Método de Runge-Kutta de segundo orden

Hay multiples soluciones a los coeficientes, dos conocidas son:

El método de Euler modificado: ¢ =0, ¢; =1,dy = 1 d) =}
El método de Heun: ¢o = 1, c1 =%, do=1d, =1

El método de Ralstonico = 1, ¢; = 1,dy =32 dy =3
Algoritmo de Euler modificado:

x(t+ Af) =x+k

ki = 6f(x7 t)
ky=0f(x+ki/2,t4+6/2)
Algoritmo de Heun:

1 1
t+ Af) = —k; + =k
x(t + Ar) x+ sk + 5k

ky =(5f(x,t)
k2:5f(x+k1,l+5)

(5)
(6)

Es equivalente a tomar el promedio de la pendiente en ¢ty en ¢t + Aty usar
la pendiente del promedio en el método de Euler para determinar x(r + At).



Método de Runge-Kutta de cuarto orden

Los mas utilizados son los de 4to orden:

ki =df(x,1)
ky=0f(x+ki/2,t40/2)
ky=0f(x+ky/2,t46/2)
ky =0f(x+ ks, t+0)

1
x(t+96) =x(t) + g(kl + 2k + 2k3 + ka)

En la pagina se encuentra el método implementado.
Sugerencia importante: la 6 conviene incorporarla al f.
f = df luego se calcula con k; = f(x,1).



Sistema dinamico

dx

ar = (th)
Una o varias variables que evolucionan con el tiempo. Pensado
generalmente en sistemas fisicos, bioldgicos.



Caos

Momento angular: 7 = Io = mL20
El torque es: 7 == —mgLsin 6
Ecuacion exacta del péndulo:

6 = fgsinﬂ
L

Es una ecuacién diferencial ordinaria NO lineal.
Esto se lo suele aproximar para 6 chico por

b=-%0
L

guedando una ecuacion lineal. Esto es lo que ter-
minaron viendo en Mecanica Clasica.



Pendulo amortiguado y forzado

Le vamos a agregar amortiguamiento o viscocidad al pendulo para hacerlo
mas realista:
Ecuacion exacta del péndulo:

6= —%sinQ—Bé

Esta es una ecuacion disipativa asi que pronto dejara de oscilar, pero le
podemos empezar a dar tincazos (forzado) al péndulo para mantenerlo en
movimiento:

6= —%9 — B0 + A cos(wt)



Soluciones numéricas usando RK4
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Evolucién temporal. Espacio de las fases.



Aparicion de caos en el péndulo

w= 0.724 w= 0715
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Angular Velocity

Angular Velocity

Notar el atractor. Orbitas “quasi-periodicas”.



Poincare plot

Tomamos una fotografia del estado (un punto) por cada ciclo del forzado.
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Lorenz 1963

Modelo matematico de conveccidén atmosférica en término de rolos, una
capa de fluido es calentada desde abajo y enfriada hacia arriba:

dx
a: O'(y_x)a
dy
o= M-y
d
<= xy — Bz

dr

(11)



Chaos

Lorenz Time Series Plot
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Atractor de Lorenz. Las alas de la mariposa

Lorenz 3D Plot




