Dinamica de Fluidos Geofisicos

Manuel Pulido
Deparmento de Fisica,
Universidad Nacional del Nordeste

pulido@unne.edu.ar

10 Aug 26






Contenidos

3 Ajuste bajo gravedad y rotacion 3
3.1 Sistemas de coordenadas rotantes . . . . . . ... ... ... 3
3.1.1 Razén de cambio de un vector en coordenadas rotantes . . . . .. .. .. 3
3.1.2 Razén de cambio de la velocidad en un sistema rotante . . . . .. .. .. 4

3.2 Ecuacion de conservacion de momento sobre la tierra . . . . . .. .. ... 5
3.3 Aproximacion cartesiana del plano tangente . . . . . . ... ... 6
3.4 Balance geostrofico . . . . ..o oL 7
3.5 Cambio de coordenada vertical . . . . . .. ... ... .. ... .. ... ..., 8
3.5.1 Presién como coordenada vertical . . . . . . ... ... ... 8

3.6 Viento térmico . . . . . . . e e e e e e 9
3.7 Circulacién y vorticidad . . . . . . . .. 10
3.8 Teorema de circulacién de Kelvin . . . . . . .. ... ... ... ... ....... 11
3.9 Generalizacién del teorema de circulacién de Kelvin . . . . . ... ... .. ... 12
3.10 Conservacion de la vorticidad potencial en aguas poco profundas . . . . . . . .. 12
3.11 Ajuste bajo gravedad y rotacién . . . . .. ... 14
3.12 Adimensionalizacién de las ecuaciones de aguas poco profundas . . . . . . . . .. 17
3.13 Ondas de gravedad inerciales . . . . .. .. .. ... ... . 20
3.14 Ecuacion de evolucion de la vorticidad . . . . . . ... ... o L. 21
3.15 Conservacion de la vorticidad potencial . . . . . . . ... ... ... ... ... 22
3.16 Ondas de Rossby o planetarias . . . . . . . . . .. .. ... ... ... ..., 23



Capitulo 3

Ajuste bajo gravedad y rotaciéon

En el capitulo 2 hemos estudiado la respuesta del fluido en un campo gravitatorio a una pertur-
bacién ocasionada por causas externas, el fluido responde a este forzado externo distribuyendo
la energia. Por ejemplo en un estanque los excesos de energia potencial son eliminados a través
de ondas superficiales que se propagan hacia el infinito. En todo momento en el proceso de
ajuste supusimos que el sistema de referencia era inercial.

Sin embargo la tierra esta rotando por lo cual si establecemos un sistema de referencia fijo
en ella, éste no es un sistema inercial. En este sistema no-inercial se deben considerar fuerzas
ficticias que equilibren la aceleracién del sistema.

Una vez establecidas las ecuaciones de la evolucién de un fluido en un sistema de coordenadas
rotante, estudiaremos como ocurren los procesos de ajuste en estos sistemas los cuales difieren

de forma notable del proceso de ajuste en sistemas no-rotante.

3.1 Sistemas de coordenadas rotantes

3.1.1 Razén de cambio de un vector en coordenadas rotantes

)

, Figura 3.1: Vector en rotacién con velocidad de
'y
& rotacién perpendicular al plano.

5,

Comencemos por analizar como cambia temporalmente un vector que se encuentra rotando.
El cambio de la magnitud de un vector arbitrario A que se encuentre rotando con velocidad
angular constante 2 viene dado por

AA . Af

donde |A|sin ¢ es la componente del vector A perpendicular a €. La direccién es perpendicular
aAyQ.
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Por lo que en forma vectorial se deduce

dA

=Qx A 2
5 = 0 (3.2)

Calculemos ahora el cambio de un vector B que se encuentra en un sistema de coordenadas
que esta rotando con velocidad angular €2. El vector B en el sistema rotante viene dado por
B = Bji; luego la razén de cambio en este sistema es

(‘L—?) _d£ i (3.3)

Si estamos en un sistema fijo no solo veremos que las componentes de B cambian sino también
los versores debido a que estan en rotacién con respecto al sistema inercial por lo tanto

dB dB;, di;
=) = Bi—2 3.4
( dt ) B dt (34)

Usando (3.2), 3 d17 = Q x i; luego si reemplazamos en (3.4) y teniendo en cuenta (3.3)

dB dB
) == QxB 3.5
(&), (&), &
Si ahora interpretamos a B como el vector posicién de una particula r, entonces la velocidad
esta definida por u = % se obtiene
u; =ur+ 2 xr, (3.6)

la velocidad de una particula en el sistema inercial viene dada por la velocidad en el sistema
rotante mas el término que determina los cambios temporales debido a la rotacién del sistema
de referencia.

3.1.2 Razon de cambio de la velocidad en un sistema rotante

Si ahora pensamos en el vector velocidad u; referenciado en el sistema inercial, entonces su
cambio viene dado por (3.5)

duI dul
bk B Y (e Q )
(dt)l <dt>R+ o (37)
Reemplazando (3.6) en (3.7)
duy dlup+ Q2 xr)
- N P S Q Q .
(dt> [ pp R+ X (up +Q xr) (3.8)
Asumiendo que la velocidad angular no cambia con el tiempo la expresién resultante es
dul duR
— = — 29 0 x N 3.9
A ) &

El segundo término 2€2 x up representa la aceleracion de Coriolis. Esta aceleracién es en todo
momento perpendicular a la velocidad. El tercer término de (3.9), 2xQ2xr = QxQAxR = —Q’R
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es la aceleracién centripeta (R es el lado opuesto del tridngulo que forma r, el eje de rotacion y
la parmal o ncta R

® J {

Figura 3.2: Componente de la aceleracién
centripeta.

Y]

Luego reemplazando la aceleracién centripeta en (3.9) la razén de cambio de la velocidad en
un sistema rotante puede ser expresada en la forma

duI duR 2
— | = — 2Q2 -O°R 3.10
(), = () v o

3.2 Ecuaciéon de conservacion de momento sobre la tierra

La desviacion de esfericidad que posee la tierra hace que no exista componente tangencial de
la aceleracion centripeta. Es decir que la tinica componente de la aceleracién centripeta es la
normal a la superficie. Tenemos entonces que g* la aceleracion de la gravedad pura apunta hacia
el centro de la tierra, sin embargo ésta no esta exactamente en la direccién k (la direccién al
centro no es perpendicular a la tangencial a la superficie debido a que la tierra es un esferoide).
La aceleracion centripeta sumada a la aceleracion de la gravedad pura dan una aceleracién de
la gravedad efectiva (la fuerza de atracccién que sentimos sobre la superficie de la tierra) y es
esta gravedad efectiva la que esta en la direccion k, la cual es perpendicular a la superficie de la

tierra,
g=g" + 2R (3.11)

Probablemente si uno considera a la tierra como un fluido que esta rotando la configuracion
de equilibrio serd el esferoide de lo contrario los elementos en la superficie no tienen equilibrio
estdtico y estarfan acelerados. Por lo que (especulando) esta serfa la razén de que la tierra,
teniendo en cuenta que es un sélido deformable, no es una esfera perfecta y es un esferoide.
Partiendo entonces de la ecuacién de conservacién del momento en un sistema inercial

p(Diu); = —Vp+pg" + Fy (3.12)

Luego queremos expresar a la ecuacién de conservaciéon del momento en un sistema rotante que
este fijo sobre la tierra para esto reemplazamos la aceleracién por la expresién de la aceleracion
en un sistema rotante (3.10) en (3.14) tenemos

pl(Di)g + 292 x u— Q*R| = —Vp + pg* + F; (3.13)

agrupando el término de la aceleracion centripeta con el de la aceleracién de la gravedad obten-

emos
p[(Dyu)r +2Q xu] = -Vp+ pg + Fy (3.14)
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En general si vamos a trabajar con escalas similares a las de la Tierra en un sistema de
referencia fijo a la Tierra se debe utilizar coordenadas esféricas, expresando la posicion en A, ¢, z,
longitud, latitud y altura.

Las velocidades en este caso vienen dadas por

u = Dz = r cos ¢Ds A (3.15)
v =Dy =rDiop (3.16)
w = Dz (3.17)

mientras el operador derivada material viene dado por

u

Dy =8 + O + §a¢ + wd, (3.18)

acos ¢
donde a es el radio de la Tierra y se ha asumido que r = 2 4+ a con z < a.

Para calcular las aceleraciones se debe tener en cuenta los cambios temporales en los versores
en el sistema de coordenadas esféricas, de esta forma se obtendria el sistema de ecuaciones prim-
itivas en esféricas. Sin embargo, se deja para el lector interesado el desarrollar este conjunto de
ecuaciones y evaluar los términos que son apreciables, para corroborar el sistema resultante vease
Vallis (2006) o Andrews et al (1997). En lo que sigue del apunte tomaremos como aproximacién

un sistema de coordenadas cartesiano.

A
Figura 3.3: Aceleracién de la

»,\ § ( ' 2 [ L grvedad real ¢g* y efectiva g

;’ i \ tefliendo en cuenta el esferoide

| o ddlla Tierra.

3.3 Aproximacion cartesiana del plano tangente

Para evitar trabajar con coordenadas esféricas y cuando los movimientos del fluido no abarcan
todo el globo terraqueo es conveniente trabajar en coordenadas cartesianas, para esto lo que se
hace es establecer como origen del sistema la latitud ¢ alrededor de la cual se espera analizar
los movimientos y asumir un plano tangente a ese punto. El sistema lo ubicamos de tal manera
que la coordenada z sea en la direccion Oeste-Este, e y en la direccion Sur-Norte. Dado que
consideramos un plano tangente a ¢, la velocidad de rotacién de la Tierra alrededor de ese
punto es {)sin ¢g, luego las ecuaciones de momento resultantes son:

p(Dyu — fov) = —0yp, (3.19)

p(Dev + fou) = —dyp, (3.20)

pDiw = —0.p — pg, (3.21)
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donde fp = 2Qsin ¢ es el denominado pardametro de Coriolis. Esta aproximacion es general-
mente llamada aproximacion del plano f.

Sin embargo, la velocidad de rotacién local de la Tierra §2sin ¢ varfa con la latitud, esto trae
aparejado importantes efectos dindmicos tales como la aparicién de nuevos modos de oscilacién,
las ondas de Rossby. Para tener en cuenta estas variaciones se puede considerar el desarrollo de
Taylor de la velocidad de rotacién local y quedarnos con el orden 0 y 1 en ese desarrollo,

f=2Qsin ¢ ~ 2Qsin ¢y — 2Q(¢ — ¢o) cos o = fo + By, (3.22)

donde = 0yf = 2Qcos¢p/a. Esta aproximacion es conocida como del plano beta. Las
ecuaciones de conservacién del momento son esencialmente las mismas que (3.19)-(3.21), pero
cambiando fy por fo + By.

3.4 Balance geostroéfico

En el caso de un sistema rotante, si consideramos un flujo que esta en steady-state, y cuyos
términos nolineales de las derivadas materiales son nulos, en las ecuaciones de momento hori-
zontal se establece un equilibrio entre la aceleracién de Coriolis y el gradiente de presion.

—pfov = —0zp, (3.23)

pfou = —d,p. (3.24)

Este es el denominado balance geostréfico. Este balance es altamente satisfecho, en una
primera aproximacion, para flujos de gran escala. Por lo que es una herramienta muy 1til
para establecer restricciones a los flujos en base a los gradientes horizontales de presién. Sin
embargo, esta aproximacién no nos da la solucién steady-state, ya que las ecuaciones, (3.23),
(3.24) y ecuacién de continuidad, son degeneradas. Es decir, si derivamos en forma cruzada y

restamos se obtiene que

1
Jo(Ozu + Oyv) = ;(—azyp + Oyap) =0 (3.25)

por lo que las dos ecuaciones de momento horizontal no son independientes de la ecuacién de
conservaciéon de la masa, y por lo tanto el problema puede tener multiples soluciones. Las
ecuaciones de balance geostrofico solo nos sirven como un diagnodstico. Para tener ecuaciones
de pronostico es necesario considerar pequenas variaciones a la geostrofia. Esta es la que se
denomina aproximacién quasi-geostrofica.

Lineas de corriente ubicadas alrededor de

un centro de alta y baja presién en el hem-

isferio norte. Para el hemisferio sur los

sentidos del flujo son los contrario ya que
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3.5 Cambio de coordenada vertical

En general si tenemos en cuenta la relacion hidrostatica y la conservacion de la entropia, es
conveniente considerar un cambio en la coordenada vertical de la variable z a la variable p o 6
de esta forma en general se logra reducir el sistema de ecuaciones y por otro lado simplificar
sus expresiones. En la atmosfera por ejemplo dada la variaciéon exponencial de la presiéon con la
altura se suele tomar esta variable como coordenada vertical para movimientos que satisfacen
la aproximacién hidrostatica.

Si cambiamos la coordenada vertical de z por (, tal que las variables pasen a depender de
x,y,(,t, debemos realizar la regla de la cadena para derivar una propiedad v en funcién de x
o y (es decir se deben considerar las variaciones ( = ((x,y,z,t)). En términos de la variable
dependiente se considera que ¥ (z,y,(,t) = ¥(z,y, z(x,y,(,t),t) por lo tanto

a{¢ = aﬂb
(amw)g = (6xw)z + 0.9 (amz)g (3'26)
La derivada material viene dada por
Dy = &ﬂb’z’y,g +u-Vey + u484¢ (3.27)

donde V¢ es el operador gradiente horizontal pero manteniendo constante ¢ en lugar de z y u¢
es la velocidad en (.

3.5.1 Presion como coordenada vertical

De la ecuacion para derivadas parciales horizontales tenemos que
(Oup)z + (022)p0zp = 0 (3.28)
de la cual usando la ecuacién hidrostatica se obtiene
(0zp)> = p(0: @)y (3.29)
donde definimos ® = gz el geopotencial. Entonces la ecuacion de momento se debe reemplazar
Yp=v, (3.30)
p
Usando la inversa de la derivada, la ecuacion hidrostatica resultante es
Op®=—p! (3.31)

Finalmente para la ecuacién de continuidad hay dos formas de derivarla, partiendo de la ecuacion
con z como coordenada vertical y transformando los términos correspondientes, o alternativa-
mente escribiendo la ecuacion de conservacion de la masa

Dy(poV) =0 (3.32)
Las ecuaciones primitivas resultantes son:

Diu+f xu=—V,o (3.33)
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1
Op® = —— 3.34
2 p (3.34)
Vp-u+ Opw =0 (3.35)
D,0 = 0 (3.36)

A partir de las ecuaciones si el termino de la aceleracién se anula para las ecuaciones
dinamicas horizontal se obtiene que

fxu,=-V,® 3.37
g P

hemos obtenido el balance geostréfico, con uy el viento geostréfico y V), el gradiente a presién
constante. Usando la presién como coordenada vertical no aparece la densidad en el balance
geostroéfico.

3.6 Viento térmico

El viento geostréfico debe tener cizalla vertical en la presencia de gradiente de temperatura
horizontal. Es decir que se acoplan las derivadas parciales de viento y temperatura para el
caso que tenemos por un lado la aproximacién geostrofica y por otro lado la aproximacion
hidrostatica.

Si tenemos en cuenta la ecuacién histrotatica y la relacion de los gases ideales para eliminar
p se obtiene que

d
RT—p = —gdz
p

Entonces el grosor de una capa queda definido por

RTdlogp
g p

0z =

Cuando el aire esta mas caliente este debe ocupar una mayor profundidad para una dada
variacion de presion.

Si reexpresamoes (3.6) para dejarlo en funcion del geopotencial ® = gz, se obtiene

_RT

0, =
b p

Es decir esta es la expresion de la aproximacién hidrostatica teniendo la presién como coor-
denada vertical y dejando en funcién de la temperatura.

Por otro lado usamos el equilibrio geostréfico también con presion como coordenada vertical
(3.37), en componentes,

0, P = fou

Oy® = —fu

Tomamos ahora la derivada parcial con respecto a p,
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Dpp® = fO

0yp® = — fOu

Notar que en estas coordenadas no aparece la presion en el balance geostréfico. Si usamos
la aproximacion hidrostética (3.6)

R
—0,T = fOpv
p
R
—0,T = —fopu
p
donde hemos usado que estamos en coordenadas de presién (ej. x es independiente de p).
Si pensamos en una coordenada vertical que sea el logaritmo de la presién, Z,, = —H log(p/pr)
tenemos que
R
E@;T = foz,v

R
=0T = ~foz,u

Entonces el viento termico en realidad es que los gradientes de temperatura producen vertical
shear o cizalla.
Falta grafico.

3.7 Circulacion y vorticidad

Una variable de mucha importancia en un fluido, que representa una medida de la rotacién del
fluido, es el rotor de la velocidad denominado vorticidad,

w=Vxu (3.38)

La variable macroscopica asociada a la vorticidad es la circulacién, la cual se define como la
integral de superficie de la vorticidad,

C:/qu-ds:j{u-dl (3.39)
S T

donde se ha utilizado el teorema de Stokes para expresar la circulacién como integral de linea a
lo largo del circuito I', la curva cerrada que encierra a la superficie S.

Ejemplo. Si tenemos un fluido que esta rotando como un cuerpo séldo con velocidad angular
constante €2y alrededor de un eje fijo entonces la velocidad viene dada por

u=pxr. (3.40)
Calculando el rotor de la velocidad se obtiene,

w = 20, (3.41)
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es decir que la vorticidad es el doble de la velocidad angular para un fluido rotando como cuerpo
sélido.
Si hacemos la integral de superficie,

/Sw-ds:%u-dl (3.42)

wpdS = ucl (3.43)
WnTTe = U2y (3.44)
Wn = 2'UJC/TO (345)

de nuevo hemos obtenido que la vorticidad es el doble de la velocidad angular. Pero se debe
tener cuidado con este ejemplo, la vorticidad es un concepto mas general que no requiere de un
eje fijo para medir rotacion y por ejemplo en un flujo con cortante, shear, existe vorticidad no
nula.

La vorticidad absoluta de un objeto sobre la tierra es
U =u+wxr (3.46)

aplicando el rotor
Vxu=Vxu+Vx(Qxr) (3.47)

por lo que la vorticidad absoluta medida en un sistema de coordenadas viene dada por la
vorticidad relativa (medida en el sistema fijo en la Tierra) mas el doble de la velocidad de
rotacién de la Tierra,

wo =w + 29 (3.48)

donde © es la velocidad de rotacién de la Tierra.

3.8 Teorema de circulacion de Kelvin

Bajo ciertas hipotesis, el teorema de Kelvin establece que la circulaciéon de un elemento de flu-
ido es conservada. Vamos a pedir que el fluido sea no viscoso, es decir que todas las fuerzas
que actuan sobre el fluido sean conservativas y que el fluido sea barotrépico, es decir un flu-
ido cuya presién solo dependa de la densidad (independiente de la temperatura). Para hacer
la derivacién comenzaremos por considerar un fluido general sin restricciones y veamos como
cambia temporalmente la circulacion,

dC d d
— == u-dlzjq{Dtu-dl—f—jq{u-—dl (3.49)
dt  dt Jp T r dt
donde I' es un circuito material que se mueve con las particulas que estan en él. Esto significa
que la variacién temporal de este circuito nos dara la velocidad de las particulas que estan

ubicadas en él,

d 1
u dl) =u-du= §d\u]2 (3.50)

Dado que es un circuito cerrado la integral de un diferencial exacto es 0, por lo que el segundo
término en (3.49), correspondiente a las variaciones temporales en el circuito no contribuye a
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los cambios de la circulacién. La ecuacién de conservacién del momento en forma general en un
sistema inercial, viene dada por

F,

v
DNJ:—7§+gﬁ+ (3.51)

Reemplazando (3.51) en (3.49) y teniendo en cuenta que la aceleracién de la gravedad puede ser
escrita como el gradiente de un potencial resulta

ac %<vg %E
— = —— )dl+ ¢ — -di. 3.52
dt r p r P (3:52)

Entonces tenemos dos términos que contribuyen a la generacién de circulacién en (3.52), por
un lado el gradiente de presién — ¢ % -dl y el de las fuerzas no-conservativas.

Como ejemplo regional de la conservacién de la circulacién se pueden notar los vortices que
se desprenden de las puntas del rio Parand, estos vértices son generados por la capa limite cerca
de la costa pero una vez que se desprende son entidades que conservan su vorticidad y pueden
propagarse por el flujo del rio por un largo tiempo. En el caso de la generacion claramente alli
la friccién de la costa hace de fuente de vorticidad. En general en la capa limite hay generacion
de vortices, otros ejemplos son el flujo detras de los objetos, las alas de un avion, el avién en el
despegue (y luego durante su vuelo) y el flujo sobre montanas, en todos los casos se genera una
“wake” (estela) detrds del obstéculo.

3.9 Generalizacion del teorema de circulacion de Kelvin

En general la conservacién de la circulacion obtenida en el teorema de Kelvin puede ser extendida
a una subclase de los fluidos no-barotrdpicos si se conserva la entropia (temperatura potencial).
Si la viscocidad es despreciable el cambio en la circulacion viene dado por

1
D= — f{ ~Vp-al (3.53)

FEn general el término de la derecha es distinto de 0 excepto que se elija caminos especiales donde
la integral se anula. Supongamos que la densidad del fluido puede ser escrita en la forma

p=p(p,0) (3.54)

luego si elegimos un circuito isentrépico, i.e. donde 6 se mantiene constante para un tiempo
fijo, luego como la 0 se conserva se mantendra constante a lo largo del circuito. Luego en estos
circuitos las densidades son solo funciones de p por lo tanto vale que

D,C =0 (3.55)

En este caso la circulacion se conserva a lo largo del movimiento.

3.10 Conservacion de la vorticidad potencial en aguas poco pro-
fundas

Las ecuaciones de momento en un plano que rota como f/2 en aguas poco profundas son

Oru + u0yu + voyu — fv = —g0yn (3.56)
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O + udyv + voyv + fu= —goyn (3.57)
Reescribiendo el operador derivada material como
Diu = Oyu + u0yu + v0yu — v(0yv — dyu) (3.58)

Teniendo en cuenta de analisis vectorial que

V(u-u)=2(u-V)u+2ux (V xu) (3.59)
luego se deduce que
2
(uxViu=V (%) —ux(Vxu) (3.60)

utilizando esta expresién para reescribir el operador derivada material se tiene que
Lo
Diu=0u+(Vxu) xu+V Ju (3.61)
Entonces reescribiendo la ecuacién (3.56) y (3.57)

B~ (f + o = ~Dulgn + 5 +27) (3.62)

O+ (f + = =0y lgn + 5 (w2 +7) (3.63)

donde B = gn + %(u2 +v?) es la funcién de Bernoulli.
Si aplicamos 0,(3.63) — 0,(3.62) y considerando que ( = Oxv — dyu es la componente vertical
de la vorticidad, se obtiene que

O(f +¢) +udz(f 4 ¢) + 00y (f + ¢) + (f + ) (Gpu + yv) =0 (3.64)
donde se uso que d; f = 0. Dado que D; = 0; + u0; + v0y,
D(f+Q+(f+¢)d=0 (3.65)

La divergencia § puede ser relacionada a las variaciones de profundidad a través de la ecuacién
de conservacion de la masa,

O + 0x[(H + n)u] + 0y[(H +n)v] =0 (3.66)
reescribiendo la ecuacion se obtiene que
O + udy(H +n) +v0y(H +n) + (H+n)d =0 (3.67)

Din+ (H+1)05=0 (3.68)

eliminando la divergencia entre las dos ecuaciones se obtiene

Dy(C+ f) Dy
el il (3.69)
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representando la derivada material de la cantidad,

f+eY _

esto es una ecuacién de conservacion de la cantidad denominada vorticidad potencial de aguas
_ fHC

= e
si la parcela de fluido reduce la vorticidad absoluta f al moverse en latitud, hacia el ecuador

poco profundas Qg también conocida por vorticidad potencial de Rossby. Entonces
sobre la tierra, la vorticidad relativa de la parcela sobre la tierra debe aumentar. Por otro lado
la ecuacion nos indica que también debida a los cambios de profundidad se pueden producir
cambios en la vorticidad, esto sucede cuando tenemos flujo sobre montanas.

3.11 Ajuste bajo gravedad y rotacion

En el anterior capitulo vimos como evoluciona un fluido de densidad constante p = pg que
inicialmente se encuentra en reposo pero que contiene un salto, es decir la profundidad del fluido
viene dada por h = H — ngsgn(x), con una membrana inicialmente en z = 0 que es removida en
t = 0, por lo que el sistema busca un nuevo equilibrio. Este sistema era similar al experimento de
Marsigli. En el ajuste bajo gravedad como vimos lo que sucede es que el sistema propaga ondas
superficiales desde x = 0 hacia * — +oo hasta llegar a un nuevo equilibrio donde la energia
potencial esta equidistribuida, es decir la altura final es h(z) = H. Supongamos nuevamente
este problema, pero si el mismo fluido se encuentra en un sistema rotando con una velocidad
angular f/2. En este caso la escala de tiempo del ajuste se da en la escala del periodo de rotacién
y el nuevo estado de equilibrio que se obtendra no es el reposo. Este problema fue abordado
por Rossby en 1938-1940. Encontré que el estado final del sistema depende del estado inicial,
los dos estados estan ligados a través de una cantidad geu se conserva que es la denominada
perturbacién de vorticidad potencial.

Asumamos que es valida la aproximacion de aguas pocos profundas, entonces las ecuaciones
que gobernaran la evolucion del fluido son

O — fv = —g0oyn (3.71)
O + fu = —goyn (3.72)
O+ H(Opu+ 0yv) =0 (3.73)

donde hemos asumido que las velocidades ocasionadas por el levantamiento de la membrana son
pequenas y la altura inicial 179 < H, de tal manera que hemos linealizado las ecuaciones. Vamos
a expresar las ecuaciones de momento en funcién de la divergencia 0,(3.71) + 0,(3.72), y de la
vorticidad 0,(3.72) — 0,(3.71) y reescribiendo la ecuacién de continuidad (3.73) en funcién de
estas variables resultando

O+ fo=0 (3.74)

06 — fC=—gV7n (3.75)
O + HS =0 (3.76)
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Eliminando la divergencia de las ecuaciones, derivando con respecto al tiempo (3.74) y elim-
inando 9, usando (3.75) se obtiene

Oun — gHV*n+ fHC =0 (3.77)
Eliminando ¢ de (3.74) y (3.76) se tiene
H
Luego de estas dos ecuaciones eliminamos ¢ obteniéndose una sola ecuacién diferencial,
O — 0RO + f20m =0 (3.79)

En el caso que integremos en t esta ecuacién nos aparece un término de forzado constante
temporalmente. Esta es una ecuacién del tipo de Klein-Gordon equivalente a la que aparece en
mecénica cuantica. La ecuacion (3.78) nos establece la conservacién de una cantidad

¢ f
oOh|l=—=5n)=0 3.80
si la comparamos con la vorticidad potencial de aguas poco profundas, Qs, = };ié, se puede
notar que esta es la perturbacién, asumiendo ( < f and n < H, es decir:
S o _S+C  f
st_ﬁ_ﬁn’\‘@sw_ w= s H (3.81)

Entonces se obtiene que

Qs =0 (3.82)

la perturbacién de vorticidad potencial se mantiene constante en el tiempo, es decir dada una
condicién inicial con una dada @, el estado final del sistema debe tener la misma vorticidad
potencial, aunque por supuesto pueden existir intercambios entre los términos de  y n tal que
se mantenga constante el @Q’,,. En nuestro problema lo que tenemos es inicialmente una @’ a la
cual solo contribuye 7 ya que al estar en reposo se tiene ((0) = 0 en el estado final esperamos
que parcial o totalmente la energia potencial se transforme en energia cinética. Para el caso de
ajuste bajo gravedad en un sistema inercial es claro que toda la energia potencial se deberia
transformar en energia cinética, sin embargo en un sistema rotante, existen estados de equilibrio
geostrofico donde el fluido tiene energia potencial acumulada y que no es posible de extraer a
través del ajuste. En otras palabras solo parte de la energia potencial es transformada en energia
cinética,

Q(0) = Qo (®) (3.83)

Luego expandiendo se tiene que

) _ &) _ gt i)

luego se tiene que

C(t)=—F—~— (3.85)
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reemplazando el valor de la vorticidad en (3.79) se obtiene
Oun — V2 + iy = fn(z,y,t = 0). (3.86)

La solucién estética del problema es el balance geostrofico entre la aceleracién de Coriolis y
el gradiente de presion

—fv=—g0m, (3.87)
fu=—goyn, (3.88)
Dt + Dyv = 0. (3.89)

Lamentablemente como ya hemos visto este es un sistema de ecuaciones degenerado ya que
la ecuacién de continuidad se puede derivar a través de una combinacion lineal de las dos
primeras ecuaciones. Sin embargo ya hemos obtenido un resultado relevante, la perturbacion
de la vorticidad potencial se mantiene constante, por lo que podriamos utilizar esta informacion
para definir de todos los posibles estados finales el que corresponde.

Del balance geostréfico se obtiene la solucion estatica,

Fe(t) = —g9n(t) (3.90)
Reemplazando la vorticidad de (3.85),

=V - ) =~ (3.91)

reacomodando las constantes de la ecuacion se obtiene que
272 2 2
Von(t) + fn(t) = —fnosgn(x) (3.92)

La solucién steady-state entonces viene dada por

L4 el 0
1{ e re (3.93)

1—e®a  2<0

donde a =c¢/f = (ng) v es el radio de deformacion de Rossby.

Este ejemplo tiene algunas similitudes con la circulacién general de la atmoésfera en la cual se
establecen dos jets troposféricos en medias latitudes y el campo de geopotencial estaria definido
por el gradiente latitudinal de temperatura entre el ecuador y los polos. El ejemplo es también
aplicable al océano. Entonces este ajuste en un sistema rotante nos deja algunas ensenanzas:

e La energia potencial es dificil de extraer en particular no toda la energia potencial esta
disponible.

e La solucion steady-state no es reposo, es el balance geostroéfico.
e La solucion es degenerada.

e La informacién necesaria para determinar el estado final se encuentra en la vorticidad
potencial la cual es conservada.
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El cambio de energia potencial por unidad de longitud viene dado por

1 [ee]
AB, - 2§pg778/ (1= (1= e /ay2)dy (3.94)
0
3 2
= 5Pga- (3.95)

Mientras en el caso de la energia potencial el cambio que se produce es

1 (o]
AE, = 2§ngHn§(fa)2 / e 2r/ady (3.96)
0
1
= Spgpa. (3.97)

se asume que el resto de la energia es llevada por el estado transitorio.

3.12 Adimensionalizacion de las ecuaciones de aguas poco pro-
fundas

Si tomamos las ecuaciones y asumimos que el término de aceleracién de Coriolis es el dominante
comparado a la aceleracién inercial, entonces como se ha visto lo que obtenemos es el balance
geostréfico.  Sin embargo el balance geostréfico no nos da un marco 1til para poder realizar
predicciones ya que no es un sistema predictivo. Lo que debemos hacer es considerar el siguiente
orden en la expansion lo cual conlleva a la denominada aproximacion cuasigeostrofica, esencial-
mente es considerar “pequenas perturbaciones” al balance geostréfico. En esta seccién vamos
a ver la derivacion formal de la aproximacién cuasigeostrofica, partiendo de las ecuaciones de
aguas poco profundas adimensionalizadas y desarrollando una expansion asintdtica en funcién
del nimero de Rossby, que es el pardmetro de pequenez.

Teniendo en cuenta la ecuacién de movimiento en aguas poco profundas, la ecuacién de
conservacion del momento horizontal es:

ou+u-Vu+ f xu=—gVn (3.98)

Si tomamos como distancia caracteristica a L, como velocidad caracteristica del movimiento
a U, como tiempo caracteristico a 7' = L/U (de esta manera estamos restringiendo la escala
del término de la aceleracién a la escala del término de adveccién) y las variaciones de altura
caracteristicas de la superficie del fluido son H, entonces la contribuciéon de cada uno de los

términos de (3.98), son
Uz U? H
Tz V91

Adimensionalizando (3.98), usamos como notacién los sombreros para denotar a las variables

(3.99)

adimensionalizadas, se tiene,

P 2 . HRo, .
Ro(agu—l—u-Vu)—i—fxu:—gUzO (3.100)
donde Ro = UTQ( fu)yt = flL’ es el nimero de Rossby el cual es la razén de la aceleracion

sobre la aceleracién de Coriolis, por lo que para un nimero de Rossby Ro < 1 lo que estamos
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diciendo es que la aceleracién de Coriolis es dominante y debe ser considerada en las ecuaciones
conllevando a flujos cuasigeostréficos. Mientras si el Ro > 1 los efectos de Coriolis pueden ser
despreciados.

La ecuacién de conservacién de la masa es

om+u-Vn+(H+nV-u=0 (3.101)

Adimensionalizando esta ecuacién

ﬂ(am+a-%)+<1+ﬂﬁ>vﬁ:0 (3.102)
H H

Una vez que tenemos las ecuaciones adimensionalizadas de lo unico que dependen es de los
parametros lo cual es muy ttil para experimentos de laboratorio o para simulaciones en los cuales
se quiere ver el nimero minimo de parametros libres de los que depende un problema especifico.
Por otro lado podemos hacer es una expansion asintética en funcién de algun parametro de
pequenez, para ver cuales son los regimenes dominantes.

Si asumimos que Ro < 1, es decir la aceleracién de Coriolis es dominante, y proponemos
una expansiéon asintética de las variables,

u =1y + Rotq + - -- (3.103)

77 = 770 + Roﬁl =+ .- (3.104)
La ecuacion de movimiento orden 0 en Ro es

P gHRo ~ .

fox o = =5—Vio (3.105)

Para que esta ecuacién sea asintoticamente consistente se tiene que

U? L2

H=—=HRo—
gRo L%

(3.106)

donde Ly = \/gH/f es el radio de deformacién. Entonces la ecuacién de movimiento de orden
0 resultante es
fo x Gg = Vi (3.107)

Entonces lo que naturalmente tenemos en (3.107) que representa el orden o(Ro’) de la
ecuacion de movimiento, es un equilibrio entre el término de Coriolis y la fuerza de presion,
i.e. balance geostrofico. De otra forma, para flujos de gran escala y velocidades relativamente
menores, el nimero de Rossby es pequenio (mucho menor que uno) y esto conlleva a un balance
geostroéfico.

Para la ecuacién de continuidad asumimos que Ly ~ L de esta forma, la ecuacién de con-
tinuidad de orden 0 es

Vi =0 (3.108)

Sin embargo esta ecuacién ya esta implicita en (3.107), por lo que el sistema es degenerado.
Tampoco puede ser usado como un sistema predictivo ya que (3.107) solo nos da una restriccién
pero no nos da la evolucién de los campos. Para tener un sistema predictivo tenemos que ir al
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primer orden en Ro las variables son definidas por @ = 4y + Rot; y en ese caso las ecuaciones
que resultan son:
851310 +ug - Vig + fp x 01 + 6:1)1{ X 0y = -V, (3109)

donde las dependencias latitudinales del pardmetro adimensionalizado de Coriolis son f = fo +
RofBj. La ecuacién de continuidad en primer orden resulta de (3.101)

L? e e A
= (afﬁo iy Vil + V- u0771> £V =0 (3.110)
d

Expandiendo en componentes se tiene que
Bytio + U Dyily + D0y tio — fob1 — Blve = —Dain (3.111)
;0 + D00 + D00y 0 + foln + Biio = —dyin (3.112)
Tomando las derivadas cruzadas y restando se obtiene la ecuacién para la vorticidad
0G0 + (89 - V)(Go + 1) = —foV - 1y (3.113)

Eliminando el término de la divergencia de (3.110) se obtiene
R . R . L2 .
91 + (0 - V)(Co + B9) = —fo Tz (9o + i - Vi) (3.114)
d

Reacomodando términos resulta

N LR
(0 + 10 9) (G + B9 — forgi) = 0 (3.115)
d

Para que quede una ecuacién diferencial cerrada se puede reescribir todo en funcién de la funcion
corriente ¢g = 7jo/ fo, para la cual valen las relaciones

ip = —0y%o, B0 = —03o, o = V. (3.116)
Reemplazando en (3.115),
. o n R L2 .
<a£+f10'v> <V2¢0+5@—fgﬁ¢o> =0 (3.117)
d
Volviendo a cantidades dimensionales se tiene que
1
(O +uo-V) <V2¢0 + By — ﬁ%) =0 (3.118)
d

donde la cantidad conservada advectivamente es la vorticidad potencial quasi-geostréfica para
aguas poco profundas

2 1 g
_ — __9_ 11
q= V<o + By ngo ¢+ By foL?an (3.119)
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3.13 Ondas de gravedad inerciales

Supongamos un fluido incomprensible continuamente estratificado en un plano que rota con
velocidad f/2 y que conserva la entropia. Las ecuaciones de movimiento son similares a las

ondas de gravedad pero se deben incluir los términos de Coriolis,

1
Oyuq — fvr = ——0p1
0o

01 + fuy = ——0yp1
Po

1 0
Owy = —— .p1 + _19
Po to

Ogpuq + 8yU1 +0,w1 =0

Se procede a eliminar variables y tratar de obtener una ecuacién para w;. Comencemos por

eliminar z—é usando (3.13) y derivada parcial en t de (3.13),

1
Oppwy = ——0p1 — Now
o

A (3.13) y (3.13) las reescribimos en funcion de la vorticidad ¢; = 0,v1 —0dyu1 y la divergencia
01 = Oyuq + 8y1}12

1
0d1 — 1= ——Vip
Po
01+ fo1 =0
De la ecuacion de continuidad se tiene que 0,w; = —4§ entonces
L oo
—Opw1 — fCQ = ——Vip
Po
oG+ fO:w1 =0
Eliminemos (; de ambas ecuaciones y por conveniencia derivo por z,

1
_6ttzzw1 + fzazzwl - _%6tzv%{p1
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Aplicando V% a (3.13)
2\ —2 1 2
(att + No) val = —% Zthpl
Ahora si podemos eliminar el término de la presién
— Otz w1 + fzazzwl = (att + Ng) v%—[wl
Reescribiendo obtenemos:
O V2wy — 20w + NEVHw, =0
Proponemos una soluciéon ondulatoria tal que

wy = w1 expli(wt — kx — ly — mz)]

3.14 Ecuacién de evolucién de la vorticidad

Dejamos la aproximacién de aguas poco profundas y consideramos el caso general. Hasta el
momento hemos visto la conservacion de la circulacién que es una cantidad macroscopica y como
esta puede ser extendida a una cantidad microscépica en el caso de fluidos bajo la aproximacion
de aguas poco profundas. Veamos ahora la derivacién general de la ecuacion para la vorticidad
en un sistema de referencia rotante.

Partiendo de la conservacion del momento en un sistema rotante,

Vp

- F
Du+2Q xu=———gk+ —
p

p

(3.120)

Como hicimos en el caso del fluido en aguas poco profundas reescribimos al operador derivada
material por (3.61) y expresando a la aceleracién de la gravedad como un geopotencial —gk =
V&, entonces

atu+(V><u)xu+2ﬂxu:—%+V(<b—|u|2/2)+% (3.121)
Aplicando el operador Vx a la ecuacién se obtiene
K+ V x[((+29Q) xu] = W+VX (%) (3.122)
donde hemos usado que
Vx%:V% pr—i—%W:—%Vprp

Ahora definiendo a la vorticidad absoluta por ¢, = ¢ +2€2 y expandiendo el doble producto

vectorial

Vx(Gaxu)=(u-V)¢, - V-£gu—((,-V)u+(,V-u
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Usando en (3.122) y notando que como 2 es constante, 9;¢ = 9,(,,

D¢, — (€ VIut(,V-u= w 4V x (%) (3.123)
Si se compara con la circulacion, la vorticidad absoluta tiene dos términos de generacion
extras. El vortex-tube streching altera la vorticidad paralela al filamento por convergencia
de filamentos. El vortex tilting por la variacion a lo largo del filamento de la componente
perpendicular al filamento.
Si usamos conservacion de la masa

Dip+pV-u=0

D Vp xV F,
DiCy — (o VIt ¢—L = T2 5 PV <—) (3.124)
P P P
Reagrupando términos
VpxV 1 F,
D, (Q) _ (ﬁ -V)u= YPX VP X3 L VA <—> (3.125)
P p P P p

Si consideramos un fluido barotrépico p(p) y con friccién despreciable F, = 0, en el cual

conocemos que se satisface el teorema de Kelvin de conservacion de la circulacion, vale que

SORRS

esta ecuacién es equivalente a la de las lineas materiales que vale

Dy (5¢) = (€ - V)u

3.15 Conservacion de la vorticidad potencial

Habiamos visto que el teorema de circulacién de Kelvin se podia generalizar para el caso de flujos
isentrépicos en el cual la presién depende de p y 0. jPodremos extender este concepto al caso
microscopico?. Los resultados microscépicos fueron obtenidos por Rossby y generalizados por
Ertel obteniendo lo que es conocido por el teorema de conservacién de la vorticidad potencial.
Si consideramos la ecuaciéon de vorticidad en el caso que la viscocidad y la friccién son

Ca Ca VpxV
o(5)- on-

Si multiplicamos por el gradiente de la temperatura potencial,

despreciables se tiene que

D, <@>.v9—(&.V)u-v9:v-9M
p p p

Pensando p = p(p, 0), entonces el gradiente de presién lo podemos expresar por

Vp = 0gpVO + 0,pVp



Versién: October 29, 2026 23

Entonces el término de generacion de vorticidad por el efecto baroclinico se deriva

VpxVp

Vo =5

VO - (0ppNpxVp + 0ppVO x Vp)
VO - (V6 x Vp) =0

Entonces hemos visto como en superficies isentrépicas no hay produccion de vorticidad por
el efecto baroclinico, en forma similar a lo que se obtuvo macroscopicamente con el teorema
generalizado de Kelvin.

Reescribamos ahora la cantidad de la derecha introduciendo adentro de la derivada material
el gradiente de temperatura potencial,

Dt (&V¢9>—&Dt(V¢9)—(&V)uv9:0
p p P

3.16 Ondas de Rossby o planetarias

Las ondas de Rossby son ondas de gran escala, planetaria, que se producen por la variacién del
parametro de Coriolis con la latitud. En el caso de una atmosfera barotrépica, si los movimientos
conservan la vorticidad absoluta. Entonces, las variaciones de f produciran variaciones de (,

(C+ f)(t1) = f(to)

donde asumimos ((tg) = 0, expresando en primer orden las variaciones de f,

f(to) = f(t1) = ((t1) = —Bdy

Si pensamos en una onda alrededor de un circulo de latitud en el hemisferio norte, la parte
del desplazamiento hacia el norte tendra una perturbaciéon de vorticidad negativa y positiva el
desplazamiento hacia el sur. Estas perturbaciones de vorticidad producen un desplazamiento
de la onda hacia el oeste en ambos casos. Es decir que las ondas o perturbaciones planetarias
que se producen se van a propagar hacia el oeste por conservacion de la vorticidad absoluta.
El gradiente meridional de la vorticidad absoluta es el mecanismo restaurador que dan origen a
estas ondas.
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Si 0y = asin[k(x — ct)] tenemos que v = Dydy = —kcacos[k(x — ct)] y ademds ¢ = O,v =

k%casin[k(z — ct)] considerando

¢(t1) = —pBoy
Ecasin[k(z — ct)] = —Basinfk(z — ct)]

entonces la velocidad de fase de estas ondas es ¢ = —]:%.

(3.126)
(3.127)
(3.128)



