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Capitulo 2

Ajuste bajo gravedad

La forma general de resolucién de un problema de dindmica de fluidos que emplearemos es

realizando pequenas perturbaciones a un fluido que se encontraba en equilibrio y estudiar como

el fluido evoluciona hacia un nuevo estado de equilibrio.

Que hay detras de este esquema de pensamiento:

e los fluidos permanecen en estado de equilibrio excepto que agentes externos lo perturben.

e la respuesta del fluido al agente externo (perturbacién, forzado etc.) es evolucionar hacia

un nuevo estado de equilibrio.

Por otro lado vamos a asumir que la perturbacién generada por el agente externo es “pequena”

y de esta manera podemos linealizar es decir despreciar los términos nolineales que aparecen en

las ecuaciones.

2.1 Ondas de gravedad superficiales

densidad pg

—-H

Figura 2.1: Problema de una capa de fluido con
superficie libre. La superficie libre tiene una

presion de p(n) = pq.

Consideremos el sistema representado en Fig.
2.1, viz un estanque extenso de profundidad H
que se encuentra lleno de un fluido no viscoso
de densidad constante pg. Inicialmente el fluido
esta en reposo y repentinamente es alterado por
un factor externo, e.g. tiramos una piedra. El
sistema de coordenadas se ubica tal que el plano
x—y para z = 0 coincide con la interface definida
en el estado de equilibrio hidrostatico, por lo que
el fondo del estanque esta localizado en z = —H.
La fuerza de la gravedad por unidad de masa g
actua en la direccion z negativa, g = — gl%.

Las preguntas son: jcomo respondera el fluido, que tipos de movimientos se estableceran?, ;se
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lograra obtener un nuevo tipo de equilibrio?, jes el nuevo equilibrio estable?. Es decir queremos
determinar cual serd el proceso de ajuste que llevard al fluido del estado alterado en que se
encuentra a un estado de equilibro. Dado que la fuerza restauradora que sera la encargada de
establecer este equilibrio es la fuerza de gravedad, el proceso se denomina ajuste bajo gravedad.

La observacién de este fenémeno nos indica por un lado que el fluido responde a la pertur-
bacién a través de ondas que eliminan la energia cinética o potencial introducida a través de
su propagacién hacia el infinito (suponemos los contornos muy lejos para evitar reflexién), para
obtener luego de este proceso un nuevo estado de equilibrio hidrostatico. En el caso en que la
interface tenga una distribucién inicial, el nuevo estado del fluido sera uno en el cual la energia
potencial extra se habra distribuido en toda la superficie del estanque. Tratemos de formular el
problema matematicamente y de encontrar su evolucién.

Dado que se asume que la densidad del fluido es constante, pg, las ecuaciones que gobiernan
la evolucién del fluido son, conservacién del momento y ecuacién de continuidad,

poDiu = —-Vp+ pog (2.1)

V-u=0 (2.2)

De esta manera el sistema de ecuaciones esta cerrado, tenemos cuatro ecuaciones con cua-
tro variables independientes incégnitas (p,u). Al considerar la densidad constante, y asumirla
como dato del problema, hemos eliminado la termodindmica y tenemos un problema puramente
dinamico.

Las condiciones de contorno seran dadas por la continuidad de la velocidad vertical del fluido
tanto en el contorno inferior como en el superior y la continuidad de la presién en el contorno
superior. Entonces, en el contorno inferior

w(z=-H)=0 (2.3)

en la superficie libre
w(z=n) = Din (2.4)

donde n(z,y,t) es la superficie que define la interface. Esta es la condicién para que las particulas
que estan en la interface permanezcan alli (dado que de lo contrario existiria vacio y por definicién
la interface es donde se ubica la superficie libre del fluido).

La presion en la condiciéon de contorno inferior puede tomar cualquier valor ya que se en-
cuentra ante una pared rigida, mientras en el contorno superior tenemos que la presiéon debe ser
igual a la presiéon “ambiente”,

p(n) = Pa (2.5)

Tanto el sistema de ecuaciones diferenciales como la condiciéon de contorno son no-lineales
y no existe una solucién analitica conocida. Mas aun, no se sabe si tal solucién existe y si es
suave.

Pero dado que estabamos en estado de reposo y lo que hicimos fue producir una pequena per-
turbacién al estado de reposo esperamos entonces que la solucién sea una pequena perturbacion
a la solucién que existia, ledse al equilibrio hidrostatico.

Asumimos que la perturbacién es pequena, explicitamente la hipdtesis es que los desplaza-
mientos verticales de la interface son mucho menores a la profundidad del fluido, n = eny < H,
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entonces escribimos a los campos en potencias de un parametro de pequenez e. Este método
perturbativo nos permite desarrollar la ecuacién en distintos 6rdenes por lo que se obtiene asi un
sistema de ecuaciones para cada orden. Las ecuaciones de orden 0, en este método, se denominan
estado basico, este es el estado que existia antes que el sistema fuera perturbado. Las ecuaciones
en primer orden son denominadas ecuaciones lineales y por ende el método de obtencién de las
ecuaciones de primer orden se llama linealizacién.

Nuevamente consideremos un parametro de pequenez € < 1 tal que las variables dependientes
pueden ser representadas por

) =g + ey + 2Py + -+ (2.6)

donde ¥ es p, u, p.

Las perturbaciones de la interfase del fluido son consideradas pequenas, n = €n;, donde € < 1
es el pardmetro de pequenez del método perturbativo.

Dado que las condiciones de contorno estan evaluadas en la interfase z = 7 para obtener
el primer orden o término lineal es necesario realizar un desarrollo de Taylor alrededor de la
posicién de equilibrio hidrostatico de la interfase, z = 0. Por lo que la velocidad vertical se
expresa como

w(z=mn) =w(z=0)+ndw|.— + 0(172) =ecwy(z=0)+ ezmazwl + 0(172). (2.7)

Es decir que en primer orden estamos evaluando a la velocidad en la posicién de equilibrio.
Luego si exigimos continuidad de la velocidad vertical perturbada, orden 1 del desarrollo,

wi(z =0) = . (2.8)

Como el problema nos dice que tenfamos un estado de reposo, el estado del sistema hasta
orden € puede ser descripto por

u = eu; + o(e?), p = po(2) + ep1 + o (€?), P = po, (2.9)

donde ug = 0, y por lo tanto existia equilibrio hidrostatico

—0=po — pog =0 (2.10)
si integramos en altura (2.10), ;
Po(2) = pa = —/O pogd?’ (2.11)
luego se tiene que
po(z) = pa — pogz (2.12)

es decir que para el estado bésico la presién en una dada profundidad z (negativo) viene dada
por el peso de la columna de fluido encima de esa altura (por unidad de area), mas la presién
exterior.

Las ecuaciones perturbadas correspondientes al primer orden del desarrollo en € representaran
el disturbio al estado bésico. Las ecuaciones resultantes a primer orden son (notando que e.g.
Dyu = Oreuy + 2(uy - Viuy + - -+ = edyuy + o(€?))

p()atul = —Vpl (2.13)
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V-u =0 (2.14)

Aplicando el operador divergencia a (2.13) y usando (2.14) se obtiene una ecuacién para la
presion perturbada:
V2p =0 (2.15)

es decir que las perturbaciones de la presién satisfacen la ecuacion de Laplace.

Lamentablemente (2.15) no nos permite obtener la evolucién temporal de p. La informacién
sobre la evolucién temporal debera ser obtenida a través de las condiciones de contorno.

Proponemos ahora una solucién para p; que sea solucién de (2.15), para esto nos vamos a
restringir a un fluido 2D (alcanza con asumir simetria a lo largo del eje y, es decir los campos
iniciales son independientes de la variable y). Como en la coordenada horizontal x no existen
condiciones de contorno, asumimos un estanque extenso, pero si tenemos condiciones de contorno
en la vertical, proponemos soluciones del tipo:

pi(x, z,t) = p1(z,t) exp(—ikz) (2.16)
Reemplazando (2.16) la ecuacién resultante es
O2p1 —k*pr =0 (2.17)

Luego las soluciones que proponemos, considerando que tenemos condiciones de contorno en
z=—H, son
p1(z,t) = pa(t) cosh(k(z + H)) + pp(t) sinh(k(z + H)) (2.18)

Como condicién de contorno tenemos que la presion del fluido en la interfase libre debe ser igual
a la presién del entorno:

p(z =1n) = pa- (2.19)

Desarrollando en Taylor el RHS p(z = ) = p(z = 0) + 1nd.p(z = 0) + o(n?), notando que

p(z = 0) = po(z = 0) + ep1(z = 0), donde py(z = 0) = p, y utilizando equilibrio hidrostatico
(2.10) obtenemos

P1 = pogm- (2.20)

La otra condicién en la interfase es wi(z = 0) = 9y de (2.8) donde hemos mantenido solo el
primer orden en wi(z = 1) para ser consistentes con el segundo miembro. La condicién de
contorno inferior es wi(z = —H) = 0.

Dado que la conservacién de momento nos relaciona w con p, i.e. pgdrwi; = —d,p1, y que
como wy(z = —H) = 0 se debe cumplir que 9.p;(z = —H) = 0, entonces pp(t) = 0.

En la superficie de arriba, de (2.20) se tiene que

. Pog
t) = ————"1. 2.21
pa(t) cosh(kH)171 (221)
Esto nos determina la presién en funcién de la altura
R . ,.cosh|(k(z+ H
p1(z,t) = pogin (t) Lk ) (2.22)

cosh(kH)

Hemos determinado las dependencias en altura de la solucién, lo inico que nos falta determinar
son las dependencias temporales. Como hemos supuesto que es un problema de condiciones
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iniciales en el cual perturbamos inicialmente la interfase y luego dejamos que esta (y el fluido)
evolucionen libremente, veamos como depende la ecuacién que gobierna la evoluciéon temporal
de la interfase. En la interfase como condicién de frontera y usando conservacion de momento
tenemos poOdym = —0,p1(z = 0), reemplazando en esta ecuacién la presién de (2.22) se tiene la
ecuacién diferencial para la evolucién de la interfase

041, = —gk tanh(kH )7y, (2.23)
se propone entonces una solucién oscilatoria
71 (t) = 11 exp(iwt) (2.24)

Para que esta funcién sea solucién de (2.23) debe existir una relacién entre el nidmero de
onda y la frecuencia, que cominmente se denomina relacion de dispersion, esta es de la forma

w? = gk tanh(kH). (2.25)

Esta relacién, (2.25), fue obtenida por Laplace, y nos da informacién sobre la propagacién de
las ondas superficiales. Notar que la frecuencia no depende linealmente del niimero de onda, la
velocidad de fase ¢ = w/k depende del nimero de onda, por lo que las ondas superficiales que
hemos obtenido son dispersivas.

La relacion de dispersién tiene dos comportamientos limites en funciéon del parametro kH

EH — oo tanh(kH)~ 1= w? = kg (2.26)

Este es el limite de aguas profundas, u onda corta, notar que en este limite tenemos (seguimos
obteniendo) ondas dispersivas.
En el limite de aguas poco profundas, pandas, kH — 0 vale que tanh(kH) ~ kH la relacién
de dispersion aproximada es
w? = gHk? (2.27)

En el limite kH — 0 las ondas no son dispersivas, es decir para cualquier nimero de onda
la velocidad de fase es independiente de k, cg,, = v/gH. En el caso del ocedno si tenemos una
profundidad de 1 km, asumiendo que valdria la aproximacién de aguas profundas, la velocidad de
fase es 100 m/s!, y ademds son ondas no dispersivas por lo cual se propagaran grandes distancias
sin desparramar la energia inicial.

Ejercicio 2.1: Dadas las soluciones realizar un desarrollo de Taylor en funciéon de kH y ver
como es el comportamiento de u, w y n para el limite kH — 0. Luego analice las ecuaciones en
este limite y deduzca que términos seran despreciables.

Ejercicio 2.2: Supongamos un viento (muy) repentino que produce un forzado en la superficie
libre de un estanque extenso que inicialmente estaba en reposo. El forzado del viento produce
una perturbacién inicial de la interfase de la forma n = n(x, ty). Determine cual serd la evolucién
de la presion y la velocidad. Utilize teoria de Fourier.
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2.2 Ecuaciones de ondas pandas

densidad pg

Figura 2.2: Problema de una capa de fluido con
superficie libre. La superficie libre tiene una
presion de p(h) = p,. El origen se toma en el

fondo del estanque.
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Ahora trataremos de derivar el sistema de ecua-
ciones para el caso en que al plantear el prob-
lema podemos asumir de entrada en las ecua-
ciones que tenemos ondas largas o la profundi-
dad del fluido es pequena. Para este caso se ob-
tuvo en la seccion anterior que tenfamos ondas
no dispersivas. El sistema de ecuaciones que se
derivara es el denominado ecuaciones de ondas
pandas —shallow water en inglés—, el cual esta
basado en la aproximacion hidrostdtica, pero en
ningun momento asumiremos que el disturbio es
pequeno, por lo que esperamos obtener las ecua-
ciones no-lineales.

En el limite de kH pequeno se puede observar de (2.22) que p; serd una constante indepen-

diente de z es decir que el orden 0 del desarrollo en series de kH se obtiene que:

01 = pogpy (KH)* + o[(kH)?

(2.28)

Mientras es recien el orden kH (primer orden de pequeniez) en el que la velocidad vertical se

iguala con la derivada vertical de la presién (que corresponde al orden (kH)? en la presién),

considerando la ecuacion podyw; = —d,p; entonces se deduce que wy ~ o((kH)?).

Es decir que la aprorimacion de ondas pandas corresponde a tomar equilibrio hidrostdtico.

Dado que el disturbio no es necesariamente pequetnio, no haremos la aproximacion lineal y

por lo tanto medimos la profundidad del fluido, h(z,y,t) (la altura de la interfase) desde el fondo

del estanque como se muestra en Fig. 2.2. Noétese que eliminamos por completo el uso de la

profundidad H un concepto que era necesario para el desarrollo en 6rdenes.

En estado hidrostatico cuando tenemos un disturbio de la interfase, no necesariamente

pequeno, la presién viene dada por

P =Da + pog(h — 2).

(2.29)

Luego el gradiente horizontal de presion (p = po(z) + pogh(x,y,t)) viene dado por

Vup = pogVuh.

(2.30)

El suscripto H representa a gradientes horizontales, en x y y.

La relacién entre p y h en (2.30) permite eliminar el término del gradiente de presién en la

ecuacién de momento horizontal, resultando

Dtu = —QVHh

(2.31)
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La ecuacién de conservacién de la masa dado que el fluido es incomprensible es V - u = 0,
integrando en altura desde z = 0 hasta z = h resulta

w(h) —w(0) = —=h Vg -u (2.32)

donde hemos usado que la velocidad horizontal es independiente de la altura, aproximacion
equivalente a la realizada para la presién en (2.29); esto se deduce de (2.31) ya que el lado
derecho es independiente de z. Reemplazando por las condiciones de contorno,

Dih+hVy-u=0 (2.33)

El sistema de ecuaciones resultante para un fluido en la aproximacién shallow-water es

{ Dyu = —gVh (234)

donde se asume todas las variables solo dependen de x,y,t y la velocidad correspondiente es
u = (u,v) solo la componente horizontal.

Mucho de los fenémenos fisicos observados en sistemas mas complejos tienen su contrapartida
en el de ondas pandas, por lo cual para estudiar procesos complicados el primer sistema a estudiar
son las shallow-water equations. En particular para estudiar efectos nolineales. Otra utilidad
de este sistema de ecuaciones se debe a que en general para modelar la atmoésfera se divide la
atmosfera en capas verticales, cada una de estas capas puede ser modelada por la shallow-water
equations, ya que se las suele considerar de densidad constante y de poca profundidad (entre 1
km hasta 100m en los modelos de alta resolucién).

Ejercicio 2.3: Linealizar el sistema de ecuaciones de ondas pandas alrededor de un estado en
reposo con h = hg, encontrar la velocidad de fase de las ondas. Notar que hemos logrado pasar
las dependencias temporales del sistema de las ecuaciones de contorno a las ecuaciones mismas.

Ejercicio 2.4: Supongamos que tenemos un estanque cuya profundidad viene dada por H(z) =
—H, + Hytanh(z/L).

e Determine las soluciones de perturbaciones lineales asumiendo que en x — —oo la interfase
viene dada por n = ngexpi(wt — kx).

e ;Que es lo que sucede para un estanque con H; = Hy?

e Determine las soluciones de perturbaciones lineales si la profundidad del estanque H(z) =
—Hy+Hsytanh(z/L) es aproximada por tres lineas rectas, con H = —Hj— Hy parax < —L,
y H = —H; + Hy para x > L asumiendo que en x — —oo la interfase viene dada por
n = noexpi(wt — kx).

e Saque conclusiones fisicas de las diferencias que encuentra en las soluciones para x > L
en comparacién con r < —L. ;Qué es lo que esta sucediendo con el (pseudo)momento
transportado por la onda? ;Qué es lo que esta sucediendo con la energia de la onda?
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2.2.1 Ondas shallow-water generadas por topografia

z z
n(z,t)
— —
— — — —
he(z /\
T T

Figura 2.3: Problema de una capa de fluido que Figura 2.4: Problema de una capa de fluido que
encuentra un obstaculo para el caso subcritico encuentra un obstaculo para el caso supercritico
Fr <1. Fr>1.

Uno de los mecanismos mas importantes de generacion de ondas es cuando un flujo bésico
barre un obstaculo h.(z) como se muestra en la figura 2.3. Supongamos en primera medida
que el flujo bésico es ug estatico y tenemos un fluido de densidad constante pg y analicemos las
perturbaciones lineales generadas sobre la superficie. Estos fendmenos son comunes de observar
en rios o canales con fondo irregular.

Asumiendo la aproximacion shallow-water podemos integrar en altura la ecuacién de con-
servacion de la masa, de manera similar al analisis en seccién 2.2, en este caso la integracion
vertical tiene como condiciones de contorno a w(—H + h.) = Dih. y w(n) = Dyn. Luego si
integramos en altura V - u = 0, se tiene que

U U
/ O, wdz = —/ (Opu + Oyv)dz’ (2.35)
—H+he —H+he
resultando
Din — Dihe = w(n) — w(—H + he) = —(n — (—H + h¢))(Opu + Oyv) (2.36)

Asumiendo que la altura del obstaculo h. es pequenia comparada con la profundidad H
podemos linealizar. Si el flujo basico es estatico esperamos que las ondas generadas también
sean estaticas esto implica que todas las derivadas parciales con el tiempo sean 0, asumimos
ademads que el obstdculo solo depende de z (independiente de y), h.(x). Las ecuaciones de las
perturbaciones de (2.34) serdn

upOpu1 = —g0,1, (2.37)

w0z (n — he) + Hoyuy = 0. (2.38)

Entonces notar que tenemos ecuaciones no-homogeneas con un forzado externo. Resultando la

perturbacién de la interfase
Fr?
() = 17— ghe(@) (2.39)
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donde F'r = > es el ntimero de Froude, con ¢y, = VgH.

Entonces en la superficie se producird una perturbacién que es proporcional a la altura del
obstaculo.

La velocidad de las ondas estaticas viene dada por

hc uo

= =" 2.40
H1-— Fr? ( )

Uy

Existen dos casos cualitativamente distintos, F'r > 1 denominado caso supercritico n > 0 en
el cual el fluido viene con una dada energia cinética y esta energia cinética es transformada en
energia potencial al subir sobre el obstaculo para luego de pasar el obstaculo recuperar la energia
cinética inicial. El otro caso es el denominado subcritico F'r < 1 el fluido transforma parte de la
energia potencial n < 0 antes del obsticulo en energia cinética sobre el obstaculo y por lo tanto
acelerandose y disminuyendo la profundidad para luego recuperar la energia potencial inicial.

El caso en el cual F'r =~ 1 no puede ser analizado en el limite lineal y se deben considerar los
términos no-lineales (Durran, 1990), dando lugar a un fenémeno muy conocido y analizado por
su comportamiento nolineal, denominado salto hidrdulico.

Si consideramos el caso no-lineal, las ecuaciones son

u0zu + gozh =0 (2.41)

Bp[u(h — he)] = 0 (2.42)

donde h es la profundidad del fluido medida desde el suelo plano (lo que antes era el plano —H).
Multiplicando por u la ecuacién de momento (2.41) y usando (2.42) se obtiene

[u2 - g(h - hc)]amu = _guazhc (243)
Definiendo la velocidad de fase como ¢ = g(h — h.) (notar que h — h. es la profundidad del

fluido) se obtiene
gu

Orpu = m@;hc (2.44)
donde el niumero de Froude es Fr = u/c.
En funcién de la altura resulta:
2
Ozh = m&chc (2.45)

Luego notar que cuando tenemos un flujo subcritico F'r < 1 pero cercano al caso critico
cuando nos arrimamos al obstdculo h—h. decrece mientras u crece, es decir que F'r esta creciendo
y en algun momento resulta mayor que 1, en este caso tenemos que el flujo transformé energia
potencial a energia cinética antes del obstaculo a través del mecanismo ya mencionado, pero en
lugar de comenzar a recuperar la energia potencial al momento en que la altura del obstaculo es
maxima, ésta sigue disminuyendo. Dado que el flujo ha cambiado a supercritico sigue existiendo
una conversion de energia potencial a cinética por lo cual tenemos velocidades muy altas en
el lee side (sotavento) del obstaculo y ademds la profundidad del fluido es muy pequena para
luego después del obstaculo volver a la situacién normal, esto es lo que se denomina un salto
hidrailico.
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Este salto hidrailico se produce cuando hay una transicién entre el flujo subcritico a su-

percritico.

Este es un comportamiento muy comun en represas hidraulicas o canales, y ademéas uno

de los mecanismos que se ha propuesto para explicar los fuertes vientos que son observados en

distintos lugares del planeta en el lee-side de las montanas, cuyos vientos son denominados bora

(Yugoslavia), foehn (Francia), chinook (Estados Unidos) y zonda (Cuyo, Argentina).

2.3 Ondas poco profundas en dos fluidos superpuestos

z Ns
0 .
x
densidad pg
i
_Hsrf_\_/
H; densidad p;
_H ,
Figura 2.5: Problema de dos fluidos super-

puestos con densidades ps y p; y con una super-
ficie libre. La superficie libre tiene una presién
de p(n) = p,. La diferencia de forma entre la su-
perficie y la interfase es al solo efecto del planteo
del problema (en realidad 7y esta ligado a 7;) en
forma proporcional.

Supongamos ahora que tenemos dos fluidos su-
perpuestos de densidades ps y p; como se mues-
tra en la Fig. 2.5. Denotamos con subindices s e
1 a las variables que corresponden a la capa su-
perior e inferior respectivamente. Queremos re-
solver como responde este sistema a un forzado
externo para esto usaremos las ecuaciones de
aguas pandas.

En la capa superior la presiéon en la aproxi-
macién hidrostatica viene dada por

D = Do+ psg(ns - Z) (246)

donde p, es la presion ambiente que se asume
una constante.

En la capa de abajo, tenemos la columna de fluido con p; y toda la columna con fluido ps

que tiene una profundidad de Hg + ns — n;, por lo que la presién es

D =Da+ psg(Hs +ns — 77@) + pig(ni -z Hs)

(2.47)

Derivando con respecto a = (2.46) y (2.47) y reemplazando en las ecuaciones linealizadas de

momento horizontal para el fluido superior y el inferior se obtiene

Oyus =

Opu; = —g'0ymi — g0ums

Pi—Ps
Pi

donde hemos asumido que p; = psy ¢ =

*gaxns

(2.48)

(2.49)

g < g se denomina gravedad reducida, notar que

los movimientos en la interfase interna sienten una gravedad ¢’. Asumimos simetria en y (las

perturbaciones son independientes de esta variable).

La ecuacién de conservacién de la masa en la capa de arriba resulta de integrar en altura

entre 75 y —H, +;

6t(ns - 77i) +H,V-u,=0

(2.50)
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en la capa baja integrando entre —H, + 1; y —H se obtiene
omi + H;V -u; =0 (2.51)
Eliminando ug y wu;, derivando en ¢ (2.50) y (2.51) y en x (2.48) y (2.49), nos da
Opns = (¢ + ) 05,ms + 07, (2.52)

mi = +¢; 0%, + 02 mi (2.53)

donde ¢ = gHy, ¢ = gH; y ¢ = ¢'H;.

Proponemos soluciones de la 7, = 7,(t) exp i(wt — kz) y como tenemos un sistema de ecua-
ciones lineales acopladas pensamos en un problema de autovalores y autovectores, en cuyo caso
el determinante debe anularse

2 2, 2 2
cc—(cs+c) —c
det s rh) o Ta (2.54)

Luego la ecuacion caracteristica resultante es
[ — (2 +e])(? =) —cfPef =0 (2.55)
Dado que c2, ¢? > c? se tiene
A= (Bt )+ AP =0 (2.56)

Las raices de esta ecuacion son

CRY SR g (2.57)
2+@ = HoAH,

) { 2+t =gH

Existen dos modos cualitativamente distintos, un modo lento y un modo rapido, ademas cada
uno de estos modos permite velocidades de propagacién en ambos sentidos.
Calculemos ahora como son los desplazamientos para cada uno de estos modos. En el caso

del modo rdpido, de (2.53) con ¢? = c2 + ¢7 se tiene
c?
- i 2.58
7]2 cg + CZZ 775 ( )

esto es lo que se podria esperar para shallow water con condicién de contorno interior w =0y
lineal hasta la superficie externa. El modo rapido es simplemente lo que esperariamos de una
sola capa de fluido de densidad uniforme, este modo es denominado barotrépico.

El modo “nuevo” que esta apareciendo es el modo lento, en este caso los desplazamientos en
la interfase de (2.52) reemplazando el ¢? por la segunda raiz, ¢ = C‘;fg vienen dados por

s k3

2 2
ci +c
ni = 80,2 1) (2.59)

7

La senal en la interfase esta amplificada con respecto a la senal en la superficie la cual es casi
imperceptible si la diferencia de densidades es pequena. Al modo lento se lo suele denominar
modo baroclinico.
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Ejercicio 2.5: Plantear un sistema de ecuaciones que tenga 3 capas de fluidos. ;Cuantos modos
tiene este sistema? ;Qué tipo de modos nuevos aparecen? ;son barotrépicos o baroclinicos?

Ejercicio 2.6: Extender el problema anterior a un sistema de n capas. ;Puede hacer algun
Cada

nuevo modo lento que aparece representa el movimiento de una sola capa y los desplazamientos

comentario sobre la aplicacion de este sistema a modelos numéricos de la atmosfera?.
en las otras capas son pequenos.

Ejercicio 2.7: Suponga dos fluidos superpuestos de densidades constantes ps > p;, ambos
fluidos se mueven con una velocidad ug, estos fluidos tienen cada uno una profundidad de H y
como contorno inferior existe una superficie en forma de obstéculo h.(z) mientras sobre estos
se encuentra un techo plano rigido. Resolver el sistema de ecuaciones resultante, jque tipo de
modos son generados?, jcual es el efecto del contorno superior?, jcémo seria el modo equivalente

en el caso de que no existiera contorno superior?.

2.3.1 Fluidos superpuestos con distintas velocidades: Inestabilidad de Kelvin-

Helmholtz

H
o P1
—_—
Uy
0
P2
0,
_H e,
Figura 2.6: Problema de dos fluidos super-

puestos con densidades p; y p2 y con un techo.
La capa de arriba tiene una velocidad U; y la de
abajo Us.

Consideremos dos fluidos superpuestos con den-
sidades constantes p; y p2 en cada capa se tienen
velocidades constantes Uy y Us®. Como se mues-
tra en Fig. 2.6. El estado basico en la vertical
el balance hidrostatico mientras en la horizontal
notar que las velocidades constantes son posi-
bles soluciones triviales de las ecuaciones. En
este sentido las ecuaciones de conservacion del
momento horizontal se sigue cumpliendo triv-
ialmente. Los fluidos estan confinados en una
caneria rectangular, por lo que no existe la su-
perficie libre.

La presion total en la capa de arriba viene dada
por

p=pr(x,t)+ p1g(H — 2) (2.60)

donde pr es la presion en el techo, nétese que
ésta puede variar horizontal y temporalmente y
debe ser considerada una variable mas del sis-

tema como si tuvieramos una interfase ahi.

“Notar que se tienen velocidades tangenciales distin-
tas las cuales son solo posibles en un fluido donde la vis-
cocidad puede ser despreciada, esto solo puede ser con-
siderado como un caso limite en el cual las velocidades

cambian en una pequena capa.

En la capa de abajo, usando que la presion es continua en la interfase 7, se tiene

p=pr(z,t) + prg(H —n) + p2g(n — 2)

(2.61)
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Las ecuaciones en la capa de arriba usando (2.60) son

p1D1ur = —0upr (2.62)

donde Dlt = 815 + Ulax
Dlt’l’} == H&Eul (263)

Las ecuaciones de abajo usando (2.61) son dadas por
p2Daguz = —0upr — (p1 — p2)9027 (2.64)

D2t7] = —H@xul (265)

Notar que como las velocidades horizontales son distintas entonces wi(n) # wa(n) lo que si
es cierto es que los desplazamientos verticales en la interfase son iguales, viz (; = (o = 7.
Eliminando wu; de las ecuaciones arriba (2.62) y (2.63) se obtiene

pDYyn = —HOZ,pr (2.66)

Equivalentemente, eliminando ug de las ecuaciones de la capa de abajo (2.64) y (2.65) para luego
eliminar pr entre las ecuaciones resultantes se obtiene

p2D3un + p1Diyn — (p2 — p1)gHO2,n = 0. (2.67)

Proponemos como soluciones
n = fe k) (2.68)

En lugar de determinar la relaciéon de dispersién para w es costumbre en estos problemas deter-
minar las posibles velocidades de fase del disturbio,

A 2
o p1UL + p2Us + \/ P Cow P1p2 (Ul _ U2)2 (269)

p1+ p2 pr+p2 (p1+ p2)?

Lo interesante de esta “relacién de dispersiéon” es que pueden aparecer casos en los cuales
la velocidad de fase (o la frecuencia) puede ser imaginaria esto significa que tendremos una
exponencial real que puede crecer con el tiempo! Esto es una inestabilidad, cualquier pequefio
disturbio puede generar ondas y luego éstas comenzaran a crecer sacando energia del flujo medio.
Si consideraramos que la energia cinética del flujo bésico es finita y por lo tanto la velocidad
del flujo medio puede cambiar entonces probablemente la diferencia entre las velocidades de las
capas deberia disminuir a medida que se radian ondas.

La condicién para que exista inestabilidad viene dada para cuando el argumento de la raiz
es negativo es decir,

p3—pi gH
(p1 + p2)? p1p2
En el caso en que p; > ps por supuesto también tendremos una inestabilidad pero en este caso

(U = Us)* > (2.70)

estamos hablando de la inestabilidad convectiva.
., Qué diferencia se espera si removemos el techo, es decir si planteamos un problema de dos
capas, con velocidades horizontales distintas y con superficie libre en la capa de arriba?
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2.4 Ondas de gravedad internas

Hasta el momento hemos analizado las ondas que se producen en un fluido de densidad constante,
un liquido como el agua o el aceite, vimos que se producen ondas en la superficie que decaen con
la profundidad y se propagan horizontalmente. En el caso de dos fluidos superpuestos cada uno
con densidad constante, como agua y aceite, se producen ondas en cada una de las interfases.
Este problema se puede extender a un problema de n capas de fluidos con densidades diferentes
(decrecientes en altura), tal que aparecen modos de oscilacién en cada una de las interfases.
Cuando la profundidad de cada capa tiende a cero mientras n tiende a infinito, por lo que
esperamos tener infinitos modos.

Supongamos ahora que tenemos un gas ideal a temperatura constante Ty ante la presencia
de la gravedad, en ese caso hemos demostrado que si el fluido se encuentra en reposo, la ecuacién
hidrostatica puede ser resuelta en combinacién con la ecuacién del gas ideal y se deduce que tanto
la presién como la densidad decaen en altura exponencialmente con una escala de altura dada
por H = RT,/g. Sobre ese estado basico ahora producimos variaciones dinamicas (le damos un
tincazo) al fluido y planteamos un problema de perturbaciones pequenas sobre el estado bésico,
tal que podemos linealizar. El estado basico esta caracterizado por reposo con la densidad y
My po(z) = pre */H, donde p, y
pr son la densidad y la presién a la altura de referencia z = 0 (e.g. en el caso de la atmoésfera

la presién que dependen continuamente de z, po(z) = pre

la superficie de la tierra). En este caso decimos que el fluido esta continuamente estratificado
(es decir que esta formado por estratos/capas que varian en forma suave su composicién). Para
reducir una variable vamos a asumir que las perturbaciones son independientes de la variable y.
El sistema de ecuaciones que deben satisfacer las perturbaciones (orden 1 o lineal) es

podrur = —0zp1 (2.71)
podywy = —0.p1 — p1g (2.72)
atpl + poV - Uy + wlazpo =0 (2.73)
8t¢91 + w182«90 =0 (2.74)

Necesitamos ademas la relacion entre las variables termodinamicas, como estamos trabajando
con la temperatura potencial necesitamos una relacién entre p1, p1 y 01. A partir de la expresion

de 0,
P R/ecp
6T (_) (2.75)
Pr

podemos derivar que sus variaciones en funcién de p y p usando el método perturbativo
901 _ Opr 1 Oy

= + , 2.76
to po €2 po (2.76)

donde como hemos visto en Seccién (??), ¢s = (ypo/po)'/?

es la velocidad de propagacién del
sonido.

El conjunto de ecuaciones que hemos obtenido contiene dos tipos de ondas, por un lado las
ondas de sonido debido a la compresion del gas y por otro lado las ondas internas debido a

la flotacion, es de interés encontrar una aproximacién consistente que nos permita filtrar las
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ondas de sonido en las ecuaciones para quedarnos solo con las denominadas ondas de gravedad
internas. Los mismos modos internos que encontramos en el caso de los fluidos superpuestos.

Una de las aproximaciones mas utilizadas en la derivaciéon de las ondas de gravedad internas
es la denominada aproximaciéon de Boussinesq cuya derivacién mas estricta en término de una
expansion asintética es dada en Spiegel and Veronis (1960). La aproximacién de Boussinesq
elimina dos efectos del conjunto de ecuaciones (2.71)-(2.74) y (2.76), filtra las ondas de sonido y
no considera las variaciones de la densidad del estado bésico con la altura. Entonces las premisas
sobre las cuales podemos tomar la aproximacion de Boussinesq son: para ondas que se propagan
lentamente ¢ < ¢, y para ondas con longitudes de onda verticales mucho menores a la escala de
altura del gas H. Esencialmente en esta aproximacién de Boussinesq estamos considerando que
la densidad del fluido es una constante excepto en el término que da lugar a la fuerza de flotacién
—p1g en la ecuacién de conservacién de momento vertical, despreciando las variaciones verticales
de po y despreciando las variaciones temporales de p;. En este caso las uinica forma de producir
perturbaciones de la p; es a través de perturbaciones en la temperatura potencial pero no por
perturbaciones en la pq, es decir que eliminamos el término que depende de p; en (2.76). Como
resultado de esta aproximacién se tiene que el fluido es incomprensible (excepto por el término de
flotacién en la ecuacién de momento)- satisface que la divergencia de la velocidades perturbadas
en nula. El conjunto de las ecuaciones perturbadas en la aproximacién de Boussinesq es

podrur = —0;p1 (2.77)
podiwr = —0:p1 — P19 (2.78)
Oguy + 0wy =0 (2.79)
001 +w10,0¢0 =0 (280)
con la restriccion 5.0 5
tV1 9Pl (2.81)
to Po
Luego de (2.80) en (2.78) usando que N = g6, 0.6o,
92wy, = —0%LL — N2w,. (2.82)
Po
Mientras de (2.79) en (2.77) se obtiene
82wy = 92, 22 (2.83)
Po

La ecuacién diferencial resultante para la perturbacién de velocidad vertical viene dada por
0,02, + 03, w1 + N§oZ, w1 =0 (2.84)

Asumiendo que Nj es constante (independiente de z) o estrictamente asumiendo que la escala de
las variaciones verticales de Ny son mucho menores que la escala vertical de las ondas (longitud
de onda vertical) tenemos que (2.84) es una ecuacién de coeficientes constantes. Por lo que
proponemos como soluciones ondas planas, dado que los coeficientes de la ecuacién son todos
constantes, de hecho esto se podria haber realizado de antemano en el sistema de ecuaciones
(2.77)-(2.80),

wy = Wy expi(wt — kx — mz). (2.85)
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Para que estas ondas planas sean solucién de (2.84) se debe cumplir la relacién de dispersion

2 _ _NGK?

=Y 2.
k2 +m?2 (2.86)

La relacién de dispersién de las ondas de gravedad internas, (2.86), tienen diferencias sus-
tanciales con respecto a las ondas superficiales, ya que no depende de la magnitud del niimero
de onda pero depende del coseno del angulo que el vector ntimero de onda k forma con el eje
horizontal, llamando ¢ a este angulo, se tiene

w = Ny cos ¢. (2.87)

Otras de las propiedades que poseen las ondas de gravedad internas es que son ondas transver-
sales, como lo son las ondas superficiales. Esto puede verse de (2.79) usando las dependencias
en x, z de las soluciones se deduce que

k-u=0. (2.88)

La direccién de oscilacién de las parcelas (el movimiento del fluido) es perpendicular a la direccién
de propagacién de la fase de las ondas.

Para ver en que direccién se estan propagando las ondas-la direccién de propagacién de la
energia de estas ondas- calculemos el vector velocidad de grupo. En la seccién (2.7) veremos
como la velocidad de grupo es la velocidad con la que se propaga la informacién de las ondas y
por lo tanto la velocidad de propagacion de la energia. La velocidad de grupo es

Nom

(k2 + m2)3/2 (m, —k) (2:89)

¢y = Viw=

Es decir que el vector velocidad de grupo es perpendicular a k
cg-k=0 (2.90)

Aunque resulte anti-intuitivo la direccién de las oscilaciones de las parcelas son paralelas a la
velocidad de grupo, no confundir con la transversalidad del vector niimero de onda con el vector
velocidad.

Dado que la velocidad de grupo vertical es

w
_k:2—|—m2m

Cgz = (2.91)
se tiene que la velocidad de grupo vertical tiene el signo opuesto a la velocidad de fase vertical
¢, = w/m, es decir que mientras la fase de las OGISs se propaga hacia abajo la energia se propaga
hacia arriba.

Si tenemos una fuente de ondas de gravedad radiando a una frecuencia fija w en el centro de
un fluido estratificado las ondas no se propagan en todas las direcciones sino que se propagaran
en las direcciones £¢ con respecto a la vertical donde ¢ = cos™! w/Np.

Es importante notar que los tefminos nolineales advectivos que han sido despreciados por la
linealizacién de las ecuaciones, e.g. (u-V)u son nulos de hecho debido a la transversalidad de
las ondas, u-k = 0.
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Ejercicio 2.8: Comenzando a partir del sistema de ecuaciones para las OGlIs y proponiendo la
aproximacion hidrostatica, como se aplicé en el caso de las ecuaciones shallow water, también
para las variables perturbadas obtenga la relacién de dispersién. Compare con la relacién de
dispersion derivada de la aproximacion de Boussinesq. ;Qué se debe asumir en la relacién de
dispersion para obtener la aproximacion hidrostatica?.Relacionar este resultado con las aproxi-
maciones asumidas en las ecuaciones shallow-water.

2.5 Energia de las ondas de gravedad internas

Para encontrar como evoluciona la energia ondulatoria de OGIs partimos directamente de las
ecuaciones, multiplicando la ecuacién de momento horizontal, (2.77), por u; y la ecuacién de
momento vertical, (2.78), por wy y luego sumando se obtiene

oL (w? +wd)] + pruwng = =V - (pru) (2:92)
Luego notando que los desplazamientos verticales linealizados son wy = 9;(, usando (2.80)
obtenemos ) )
N,
pr_ L, (2.93)
Po b g
reemplazando en (2.92) y sumando el término nulo p1V - uy
2
0, 5 3 oNG = .
o Wd + ) + B0 = v - () (2.94)

Donde hemos promediado a los campos en la fase, la idea de la promediacién es eliminar las
dependencias con la fase y obtener solo dependencias con la envolvente. Nétese de todas maneras
que esta ecuacion es valida también sin la promediacion en la fase, sin embargo los términos no
podrian ser identificados con los conceptos de densidad de energia y flujo de energfa.

La densidad de energia ondulatoria, que denotaremos por W, esta dividida en dos partes la

Lo
2

toria estan relacionados al trabajo hecho por la presién externa, término LHS de (2.94). Este

PP N , . N7 . ,
energfa cinética, 22 (u? + w?) y la energia potencial pOTOC 2, Los cambios en la energia ondula-
término, I = pyuy puede interpretarse como un flujo de energia ondulatoria.

El teorema de equiparticién (Lighthill, 1978) demuestra que la energia potencial y la energia
cinética en ondas de gravedad internas son iguales. Este teorema es vélido para cualquier sistema
dindmico no-rotante con pequenas oscilaciones.

Ejercicio 2.9: Demostrar que si tenemos una onda de gravedad monocromatica, definida por
(2.85), las densidades de energia cinética y potenciales son iguales para este caso. Es decir que
la energia mecanica de una onda de gravedad interna esta equiparticionada entre la energia
cinemética y la potencial. ;Es necesario realizar la promediacién en la fase para obtener este
resultado?.

La ecuacion de la energia (2.94) puede reescribirse en la forma

oW, +V-I=0 (2.95)

Para que esta pueda ser interpretada como una ecuacion de conservacion de la energia se deberia
escribir al flujo de energia I como el producto de una velocidad por la densidad de energia, de
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esta forma la densidad de energia satisfaceria una ecuacién equivalente a la que satisface, la
densidad de masa.

Bajo la hipétesis de un paquete ondulatorio, la cual veremos en la préxima unidad, se
demuestra que el término de flujo de energia es posible expresarlo en la forma

I = prug = Wie, (2.96)

Por lo que la densidad de energia es una cantidad que se conserva de la misma forma que lo hace
la densidad de masa. La velocidad de propagacién, o transporte, de la energia es la velocidad
de grupo.

En la préoxima unidad veremos como es la evolucién de un disturbio el cual inicialmente
puede ser una funcién arbitraria, demostraremos como si miramos a tiempos largos lo que
encontraremos son ondas con nimero de onda y frecuencias bien definidas, es decir veremos la

forma en que opera el proceso de dispersién.

2.6 Derivacion de la aproximacion de Boussinesq

La aproximacion de Boussinesq solo tiene en cuenta las variaciones de la densidad cuando éstas
estan multiplicadas por g y desprecia las variaciones de la densidad en todos los otros términos
de las ecuaciones. Esto también en principio incluye los cambios en la vertical en la densidad
por hidrostatica, los cuales son despreciados. Considerando el primer orden en la ecuacién de
conservacion de la masa,

O¢p1 +u102p0 + poV -up =0

Entonces si despreciamos el término de las variaciones temporales de p; y el término 9, pg,
la ecuacion de conservacion de la masa se reduce a la de un fluido incompresible,

Vi = 0. (2.97)

es muy importante tener en cuenta que esta ecuacion es solo aproximada y lo que hemos hecho
es despreciar el término Dyp/p en la ecuacién de conservacién. En el caso de la ecuacion de

momento,

pDyii = —Vp+ pg + pV>i (2.98)

Asumiendo que py y po son la densidad y la presion en estado hidrostatico respectivamente,
éstas satisfacen
—Vpo + pog =0 (2.99)

Si pensamos que el estado de sistema viene dado por
p=po+tp, p=po+p,u=0+1 (2.100)
se tiene en forma completa sin aproximaciones

(po + p1)Dyiiy = —Vpy — Vp1 + pog + p1d + pV > (2.101)
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si usamos estado hidrost_latico se reduce a
(po + p1)Dyiiy = —Vp1 + p1§ + pV2iiy (2.102)

entonces tomar la aproximacion de Boussinesq en la ecuaciéon de momento es equivalente a
linealizar las ecuaciones (considerar que las pertubaciones son pequenas tal que el producto de
perturbaciones es despreciable en comparacién con la perturbacion), es decir consideramos que
el término pj D1 es despreciable.

La ecuacién de conservacion de la energia se reduce a

DVTy + w, <82T0i) _wver 4+ 9L (2.103)
C

D PO

donde k = k/(pocp).

2.7 Propagacién de ondas: velocidad de grupo

Supongamos que tenemos una ecuacion diferencial lineal de orden N y queremos resolver un
problema de condiciones iniciales a través de la integral de Fourier. Para esto expresamos a la
solucién general en funcién de una suma en k !:

u(z,t) Z/ k) expliw,t — kx]dk (2.104)

donde w,, son las n raices de la relaciéon de dispersién.

Para determinar los u, (k) es necesario imponer las condiciones iniciales.

Si la ecuacion diferencial es de segundo orden representando ondas que se mueven hacia la
izquierda y hacia la derecha, y como datos conocemos:

u(z,0) = fu(x) = \/%_W /_ Z Fu (k) explika]dk (2.105)
Owu(z,0) = fa(x) 27r/ fo(k) explika]dk (2.106)

Multiplicando por exp(ikz) e integrando en x a ambos lados de (2.105) y (2.106) y usando
que §(k — k') = £ [ e"=K)2qz se obtiene

o0
4, = o wh (2.107)
W1 — Wy
g, = H27wth (2.108)
W1 — Wy
Asumiendo que w; = w(k) y wy = —w(k) resulta

<f1 - zé> (2.109)

Los problemas de condiciones iniciales es conveniente expresarlos como una integral en k, k variable indepen-

diente, mientras los de condiciones de contorno es conveniente tener a w como variable independiente
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ay = % <f1 + 'f2> (2.110)

7/_
w
Hagamos un desarrollo de Taylor alrededor de ky para la relacién de dispersion
w1 = w(ko) + Okw(ko)(k — ko) + - -+ (2.111)

para esto asumimos que la relaciéon de dispersién es una funcién “suave” alrededor de k.

Teniendo en cuenta solo uno de los términos de (2.104), las cuentas son equivalentes para el
otro, y si aplicamos a éste el desarrollo en la integral de Fourier, para esto se debe asumir que
u1 (k) esta concentrado en kg 2.

u(z,t) = expliwogt — kox] /OO Uy (k) exp[—i(k — ko)(x — Opw(ko)t)]dk (2.112)

— 0o
Como estamos asumiendo que la transformada de Fourier de f; esta concentrada en kg la funcién
puede ser escrita como fi(z) = A(z)e™*0* donde A(x) es una funcién suave con transformada de
Fourier concentrada en k& = 0, mientras la fo = 0.

Luego deberiamos notar que la integral corresponde a la integral dada como condicién inicial
pero la trasladamos en el espacio de Fourier de tal manera que el nimero de onda principal
este en el origen (recordar que una transformada de una gaussiana centrada en k=0 es una
gaussiana mientras que una gaussiana centrada en k = kg es funcién periédica modulada por
una gaussiana. Luego resulta que:

u(z,t) = Az — Ogw(ko)t) expliwot — kox] (2.113)

es decir que si se cumplen condiciones de regularidad y el paquete esta lo sufientemente localizado
en el espacio de Fourier, la propagacién del paquete puede ser expresada como una envolvente
que se mueve con la velocidad de grupo por una funcién periédica que contiene la informacion
de la fase. De esta manera la envolvente conserva su forma a lo largo del movimiento para un
dado kg fijo, esto es consecuencia de tomar solo el primer orden en la relacion de dispersion y
por lo tanto despreciar los efectos dispersivos que aparecen en los érdenes superiores.
La velocidad con que se mueve la envolvente del disturbio la llamamos velocidad de grupo y
resulta que
cg = Opw (2.114)

Para que en la integral la frecuencia se pueda aproximar por los dos primeros términos del
desarrollo de Fourier debe cumplirse que

LA -1 0, A
Aw(ko) Ak()

<1 (2.115)

2.8 Interacciones flujo medio-ondas

Ejercicio 2.10: Suponer ondas de gravedad internas en la aproximacién hidrostatica que se
propagan en un flujo medio que depende de la altura wug(z).

2Como se relaciona esto al hecho que se pide que el paquete de ondas sea lo suficiente localizado en el espacio
fisico pero debe contener varias longitudes de onda?
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1. Utilizar la aproximacién WKB para encontrar las soluciones.
2. Encontrar la relacién de dispersion, deducir como es la refraccion.

3. {Como es la perturbacién horizontal y la vertical cuando hay refraccién hacia nimeros de

ondas verticales mayores?.

4. ;Qué sucede con la solucion en el caso en que la velocidad de fase horizontal de las ondas
es igual a la del flujo medio ¢, = up(2)?.

2.9 Mecanismos de generacion de las ondas

Los mecanismos de generacion pueden ser divididos en tres categorias:

e Generacion de ondas por forzado en las condiciones de contorno, por ejemplo ondas gen-

eradas por una membrana que vibra.

e Generacion de ondas por interaccién en el flujo medio, en este grupo incluimos a todas las
ondas generadas por inestabilidades del flujo basico. Generacion de ondas por términos de
forzado de momento o fuentes caldricas provenientes de otras escalas (una tormenta como

generadora de ondas de montana, etc).

e Generacién de ondas por nolinealidades (e.g. otras ondas), interaccién de triadas reso-

nantes.

Ejercicio 2.11: Considere un viento medio que depende de la altura ug(z) que barre un
obstaculo h.(x) generando ondas internas en un fluido estratificado po(z) con frecuencia de

flotacién constante Ny. Exprese las caracteristicas de las ondas en funcién del pardmetro de
2

2 — Ny _ 1 d%u

Scorer que se define por [ = W T ug et

ondas internas: relacion de dispersién, velocidad de fase, de grupo, etc.

Determine las pardmetros de propagacién de las



