Capitulo 6

Magnetostatica

Las ecuaciones que representan la induccién magnética son
V- B =0, (6.1)
V x B =pqJ, (6.2)

denominaremos a B induccién magnética y reservamos el término campo magnético para
referirnos a H. J es la densidad de corriente. Mientras 1o es la permeabilidad magnética
del vacio.

La esencia de la induccién magnética es distinta del campo eléctrico ya que no existe
el monopolo magnético. Para condiciones de contorno triviales en estatica la densidad de
corriente eléctrica es la generadora de campo magnético. Estas diferencias intrinsicas entre
los campos magnéticos y los campos eléctricos hicieron que inicialmente se los identificara
como fenémenos independientes. Estas diferencias e independencia solo se manifiestan
para campos estaticos.

En general si tenemos una corriente cualquiera esta puede generar dependencias tem-
porales en los campos. ;Que condicién necesitamos pedir para que la densidad de corriente
sea estatica? La condicion de conservacion de la carga nos restringe a f,

Op+V-J=0, (6.3)

de aqui se deduce que si 9;p = 0, la densidad de carga no varia con el tiempo, entonces
se tiene que
V-J=0. (6.4)

Luego para que J sea independiente del tiempo no debe haber acumulacién o fuentes de
cargas para un area fija [V - JdV = i J-d5. Los tipos mas comunes de sistemas que
cumplen con esta condicién son espiras de cualquier geometria, alambres infinitamente
largos, etc. El flujo de cargas podria ser pensado como el liquido de un canal, este en
general tiene que fluir permanentemente.

En el caso que tengamos una corriente que circula en un cano se debe cumplir que en
los extremos del cano:

J1S1 == JQSQ, (65)
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donde S; y S5 son las secciones del cano en los extremos. Si la seccién se reduce la
densidad de corriente aumenta.
Si tenemos una linea de corriente hacemos el proceso limite

JAV = J t ds,dl = IdI, (6.6)

donde £ es el vector tangente a la lfnea y ds| es la seccién perpendicular a la linea, por
lo que hemos identificado a I como Jds, y dl = tds; .

6.1 Ley de Ampere

La ley de Ampere nos relaciona la induccién magnética con la corriente que circula por
una superficie transversal. Es una ley integral, que se puede obtener a partir de (6.2). Si
integramos en una superficie a (6.2) se obtiene

/Vxé'd:?:uo/f'dg. (6.7)
S S

En el lado izquierdo de la ecuacién usamos teorema de Stokes, mientras en el lado derecho
notamos que la densidad de corriente que pasa transversal por una superficie es de hecho
la corriente I (carga por unidad de tiempo) que atravieza la superficie, de esta manera
obtenemos la ley de Ampere,

]{é -dl' = pol. (6.8)

Esta ley tiene un caracter similar a la ley de Gauss en electrostatica, que establece que
las cargas totales en un volumen estan ligadas al campo eléctrico en la superficie frontera.
Mientras (6.8) nos dice que las corrientes en el interior de una superficie estén ligadas a
la induccién magnética en la curva que rodea a la superficie. Sin embargo notesé también
la diferencia en el caracter vectorial entre el campo eléctrico y la induccién magnética, en
el ultimo caso la integral de la inducciéon magnética es una integral de linea a lo largo de
la curva.

Si tenemos una corriente rectilinea I, circulando por un alambre, entonces integrando
en un circulo de radio R alrededor del alambre la ley de Ampere establece que

B2wR = uol (6.9)
por lo que la induccion magnética viene dada por

I
B_Ho

— 6.10
21 R ( )

en el cual la direccién de la induccién magnética es paralela al circulo de radio R y tal
que tiene el sentido de la mano derecha. Figura 6.1 muestra las lineas de la induccion
magnética generadas por la corriente circulando por el alambre.
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Figura 6.1: Campo magnético generado por la corriente I circulando por un alambre.

6.1.1 Vector potencial

En el caso del campo eléctrico el hecho que su rotor es nulo, se utilizo para expresar al
campo como el gradiente de un funcion escalar, denominada potencial eléctrico, de tal
manera que la ecuacion resultante es la ecuacion de Poisson para el potencial eléctrico.
En el caso de la induccién magnética lo que se tiene es que la divergencia de ésta es nula,
V- B = 0. Si definimos un campo vectorial A), tal que

B=VxA (6.11)

entonces se encuentra que la ecuacién de la divergencia de la induccién magnética se
satisface siempre ya que

—.

V- (VxA)=0 (6.12)

esta relacién es valida para cualquier campo vectorial A. A este campo vectorial Aselo
denomina vector potencial (magnético).

La otra ecuacién de Maxwell para la inducciéon magnética que debe satisfacer A es
reemplazando A en (6.2),

V x (VxA)=ugJ (6.13)
V(V - A) = V2A = . (6.14)

Asi como el potencial eléctrico esta definido a menos de una constante aditiva, el vec-
tor potencial esta definido a menos del gradiente de una funciéon escalar arbitraria. La
induccion magnética dada por A + Vi), es

B=Vx(A+V))=VxA+VxVy=VxA=5, (6.15)

Es decir que al sumar Vi no esta afectando la induccién magnética que termina siendo
la misma B = B’, ya que V x Vi) = 0. Se debe notar que el campo B es el que tiene
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informacion fisica, mientras A es solo una representacion matematica de nuestro problema
fisico.

Podemos usufructuar de esta arbitrariedad para expresar de la forma mas simple
posible la ecuacién diferencial que satisface el potencial vector. En este sentido de todos los
posibles A que son solucion vamos a elegir una especifica, que sea el que nos simplifique las
ecuaciones. Este proceso se llama calibracion o gauge. Una de las calibraciones utilizadas
es la que toma a los campos vectoriales A que satisfacen

V-A=0 (6.16)

este es el denominado gauge de Coulomb. Las razones de esta denominacion las veremos
mas adelante. Si tenemos en cuenta a esta subconjunto de vectores potenciales posibles,
de (77?) la ecuacion que debe satisfacer A es

VA = —poJ (6.17)

es decir que el vector potencial debe satisfacer una ecuacién similar a la ecuacién de
Poisson que satisface el potencial eléctrico, sin embargo notesé el caracter vectorial de
(6.17). Por lo que en realidad si ésta es expresada en coordenadas, cada componente del
vector potencial satisface una ecuaciéon de Poisson con la componente correspondiente de
la densidad de corriente como término no-homogeneo, por ejemplo

VA, = —poJs. (6.18)

Para convencernos de que el gauge de Coulomb esta realmente comprendido dentro de las
arbitrariedades que tiene la definicién del vector potencial, supongamos que tenemos un
potencial que no cumple con el gauge,

V- A =a (6.19)

este puede ser reescrito como

V- (A4 V) =a (6.20)

para cualquier funcién arbitraria ¢, pero entonces podemos elegir una ) que sea solucion
de la siguiente ecuaciéon
V3 =a (6.21)

para esta ecuacién ya sabemos que de existir condiciones que decaigan lo suficiente-
mente rapido en el infinito, existird una soluciéon unica de la ecuacién por el teorema
de Helmholtz. Por lo tanto hemos encontrado la ¢ que nos permite tener

V-A=0. (6.22)

Esto demuestra que en todos los casos podemos tomar el gauge de Coulomb.
En el caso de que estemos en el espacio libre sin fronteras y tengamos una densidad
de corriente J, dada la similitud con las ecuaciones de electrostatica y recordando que la
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funcion de Green de la ecuacion de Poisson para el problema sin condiciones de contorno
es 1/|# — 2|, se determina que el potencial vector viene dado por

-t L
A | |& — 2|

av’, (6.23)

donde hemos considerado la forma de la solucién del potencial electrostatico para cada
componente de la densidad de corriente.
Mientras la induccién magnética se deduce de aplicar el rotor a (6.23)

A Ho T 1 /
A = — —— | d 24
V x g J(x)xV(f_fl|) Vv (6.24)
s Ho T -1 /
B = — ——=dV". 2
e RO (6.25)

En el caso de una corriente lineal, la expresién resultante de la induccion magnética
es la conocida como ley de Biot y Savart

. i~y
B= @/1 “Tar (6.26)

" A4n | 7|3

6.2 Fuerza magnética a cargas en movimiento

La ley de Lorenz establece que la fuerza que le ejerce el campo magnético a una carga en

movimiento viene dada por
F=qux B (6.27)

Si tenemos una corriente en un alambre, la fuerza ejercida sobre el alambre por el
movimiento de una carga infinitesimal en un campo magnético externo es

dF = 7 x Bdgq (6.28)

si ahora integramos esta ecuacion a lo largo del alambre se obtiene la fuerza total ejercida
sobre el alambre.
F= /I(dfx B). (6.29)

Si en general lo que tenemos es una densidad de corriente, [ dl'= JdV entonces la fuerza
viene dada por

F= /(fx B)dv. (6.30)

6.3 Campo magnético de una corriente localizada

De la misma manera que se aproximo el potencial eléctrico a través de una serie de
potencias hacemos lo mismo para el potencial vector. La forma apropiada para realizar
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esta expansion es a través de los armonicos esféricos vectoriales. Sin embargo el tema
excede a la materia por lo que solo veremos el primer orden no nulo del desarrollo.

Considerando que no existe el término monopolar fuente para la induccién magnética
(dado que la divergencia de la induccién magnética es nula), esperamos que el primer
término del desarrollo de potencias inversas en |x|~! del potencial vector sea nulo y que
por lo tanto la primer contribuciéon no-nula sera el término dipolar debido al momento
magnético. Realicemos entonces la derivacion correspondiente a esta estamento.

Asumimos que la corriente esta localizada en una pequena regién y que el punto de
observacién se encuentra lejos. Luego si & < ¥ tenemos que

1 1 77

-7 @

T (6.31)

Si reemplazamos la expresién (6.31) en la componente i—ésima del potencial vector
en (6.23) se tiene que

— Ho 1 =/ / T =N\ = !
A7) = 29 | — (2d . . d 32
(%) ym [|f| /Jl(x) V' + EE /Jl(x YZ'dV' + (6.32)

donde el subindice 7 representa una de las componentes del vector (en alguna base dada).
Si la corriente J esta localizada, entonces la divergencia de

/ V- (2 J)dV =0 (6.33)

por teorema de Gauss y asumiendo no existen condiciones de borde. Luego realizamos la
expansion de la divergencia,

/(f- Ve, 4+ 2,V - J)dV' =0 (6.34)

de lo cual teniendo en cuenta que la divergencia de la densidad de corriente es nula
deducimos que

/ Ji(#)dV" = 0. (6.35)

Entonces el primer término de la expansién de A; en (6.32) se anula. Es decir que en
la expansion del potencial vector para una corriente localizada no existe contribucion del
término monopolar. El segundo término puede ser reescrito en la forma:

1
7 / AV = - [:E’x / (7 x J)dV’] (6.36)

)

Ejercicio 6.1: Se deja como tarea al lector demostrar la igualdad, (6.36), expresando

por componentes e identificando los términos.
Luego resulta de (6.32) y (6.36) que

T T [J(F x Jydv’

= o 7T (6.37)
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Figura 6.2: Campo magnético generado por corrientes localizadas dentro del circulo
siendo # la direccién del momento magnético m.

Definiendo el momento magnético como

1 .
i = / 7 x J(@)dV’ (6.38)

La magnetizaciéon o momento magnético por unidad de volumen se define como

1 -
<m >= 55 x J(Z) (6.39)
Se tiene que el potencial vector producido por un momento magnético es

-, _uorﬁxf
A(‘I’)_E |f‘3 )

(6.40)

este corresponde al primer término no nulo en la expansion del potencial vector. De aqui
se deduce, en forma equivalente a como se hizo en la expansiéon multipolar con el campo
eléctrico, que el campo magnético viene dado por

—

o 3E(2 M) —m
T 4n |Z]3

B(%) (6.41)

El primer término que contribuye al campo magnético generado por una corriente local-
izada es el término dipolar.
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La fuerza entre un campo magnético externo y una distribucion de corriente localizada,
dada por un momento magnético, es

F=v(m-B). (6.42)

El torque total que se ejerce sobre la distribucion de corriente localizada es

—

N = /:zﬂ x [J x B(0)]dV", (6.43)

resultando en

N =m x B(0). (6.44)

6.4 Campos magnéticos en medios

Cuando existe materia, ésta esta compuesta de electrones que pueden dar lugar a cor-
rientes atémicas efectivas. Los electrones contribuyen al momento magnético a través
de su movimiento orbital, pero también los momentos magnéticos intrinsicos, debido al
spin, contribuyen al momento magnético macroscépico. Llamemos Ju a la densidad de
corriente efectiva que produce la materia, luego la induccién magnética viene gobernada
por

V x B = puo(J + Jur) (6.45)

La densidad de corriente satisface que
V- Jy=0 (6.46)

del teorema de Gauss se deduce que
/ Jy -d5=0 (6.47)

por lo cual la densidad de corriente efectiva se puede escribir en funciéon del momento
magnético en la forma

Ju =V x M (6.48)

donde M es la magnetizacién o densidad de momento magnético. Reemplazando en (6.45)
la expresion (6.48) se deduce que

V x (B/py— M) =J. (6.49)

Definiendo al campo magnético H = %B? - M (y notando que llamaremos induccién

magnética a B) tenemos que las ecuaciones diferenciales de la magnetostética en medios
son

—

VxH=J (6.50)
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V-B=0. (6.51)

Ademas para resolver el problema magnetostatico se requiere de una relaciéon consti-
tutiva que relacione a B con H. Si estamos en presencia de un medio lineal la relacion
es

B=puH. (6.52)

donde p es la permeabilidad magnética del medio. Si p > pp el medio es paramagnético,
en cambio si p < pp el medio es diamagnético.

Los materiales ferromagnéticos cumplen con una relaciéon nolineal conocida como el
fenémeno de histéresis: B = F(H).

., Qué sucede con las ecuaciones si existe una relacién nolineal? ;Qué sucede con el
principio de superposiciéon? Sin embargo ndtese que esto solo sucede en la presencia de
medios y el material ferromagnético describe la memoria de los momentos magnéticos
intrinsecos. Es decir que M no responde a los campos externos en forma lineal por lo que
cuando desaparece el campo permanece una magnetizaciéon no nula. En general notar que
no serfa factible una solucién analitica del problema si la relacién entre B y H es nolineal,
por lo que se debe aproximar particularmente las condiciones de contorno.

Las condiciones de contorno que deben satisfacer B y H en las interfaces entre medios
vienen dadas por

(By—By) -7 =0 (6.53)
Ax (Hy—H,) =K (6.54)

donde K es la densidad de corriente superficial.

6.5 Meétodos de solucion de problemas magnéticos

6.5.1 Método del vector potencial

Extendemos la derivacién del método del vector potencial que realizamos en el vacio para
medios materiales lineales. Si expresamos la induccién magnética en funciéon del vector
potencial B =V x ff, luego si asumimos que el medio es lineal B= ,uﬁ la ecuacién que
resulta es

V x (iv x E) = J (6.55)
Si la permeabilidad es una constante resulta que

V(V-A) = V2A = puJ. (6.56)
Si elegimos el gauge de Coulomb V - A = 0 resulta que

V2A = . (6.57)
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6.5.2 Potencial escalar magnético

Si no existe densidad de corriente dentro del dominio luego: V x H= 0, podemos trabajar
un potencial magnético escalar:

H=—-Vdy (6.58)

reemplazando en la ecuacion de la divergencia V - B =0:
V- (uVoy) =0 (6.59)
Si en cada subregién del dominio p es constante entonces por pedazos se tiene
V20, =0 (6.60)

En este caso se debe usar las condiciones de contorno para H en la interface entre medios:

ﬁQJ_ = &Hll (661)
M2
Hy = Hy (6.62)

asumiendo no existen corrientes superficiales en la superficie.

Si en cambio se trabaja con la induccién magnética, entonces se define un potencial
magnético Wy, tal que B = —-VU, y en este caso se deben tomar las condiciones de
contorno para B.

Un ejemplo interesante es una cascara esférica de un material altamente permeable
o < i, la cual se ubica en un campo magnético externo constante. En este caso las
lineas de campo seran practicamente normales en la superficie externa del cascarén, por
lo cual las lineas estan siendo dobladas hacia la direcciéon tangencial de la geometria de
tal manera que el campo adentro del cascaron sera practicamente nulo. Es decir que el
cascaron produce un apantallamiento magnético de los campos externos.

6.5.3 Materiales ferromagnéticos

Los materiales ferromagnéticos en general tienen una magnetizacién M permanente o
semipermanente que es independiente de los campos aplicados y se asume es conocida.
Potencial escalar

Si J = 0 de nuevo tengo que V x H = 0, por lo que se puede definir un potencial escalar
Con B = po(H + M) reemplazando en la ecuacién de la divergencia:

V-H=-V-M (6.63)

Luego tenemos que

Viby =V - M (6.64)
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si definimos a una densidad magnética como
py =V - M (6.65)
La ecuacion resultante es equivalente a la ecuacién de Poisson en electrostatica la cual es
V20 = —pur. (6.66)

Si no hay condiciones de contorno la soluciéon es la de un problema electrostatico es decir:

1 "M(7
By — / VM) gy (6.67)

dm ) B -7

Si hay discontinuidades en M , por ejemplo un objeto magnetizado (cubo o esfera),
debemos considerar la contribucion de las discontinuidades de M en la superficie:

1 [V M@ 1 [ M@
Qy=—— _,78,%‘)(1‘/,4‘— n_,i(j‘)

ds’ 6.68
4 |7 — & A Jg |7 — X ° (6.68)

donde oy =1/ - M.

Potencial vector

De la ecuacién del rotor asumiendo no existen corrientes libres se deduce que
Vx H=V x(B/u—M)=0 (6.69)
si reemplazamos B =V x A tenemos que
V x (V x A) = oV x M (6.70)
representando a V X M = J, v, bajo el gauge de Coulomb resulta que
V2A = —pgJu. (6.71)
La solucién para un problema sin condiciones de contorno viene dada por

v o [V x M(@)

A(#) v’ (6.72)

4 |T — |
Entonces para resumir. Los materiales ferromagnéticos estan caracterizados por una
magnetizacién constante (en forma temporal), la cual se asume conocida. Estos problemas
pueden ser tratados como un problema electrostatico con una densidad de carga py; =
—V - M, o como un problema de magnestostatica en el vacio con una corriente dada por

jM:VXM
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6.6 Esfera con magnetizacién constante

Supongamos una esfera ferromagnética de radio a con una magnetizacion
M = Mk. (6.73)

En el interior de la esfera se tiene V- M = 0 por lo que el potencial escalar magnético
de (6.68) viene dado por

1 [#-M@)
Oy =— ¢ ————>ds’ 6.74
M= 7z (6.74)
para realizar la integral notar que
M(&) -7/ = M cos?, (6.75)

las dependencias en 6 son equivalentes a la funcién Y7o, por lo que podemos expresar al

término |¥ — 7’|~ como una expansién en arménicos esféricos y luego utilizar la ortonor-

malidad de estos,

l

La integral superficial resultante de reemplazar la (6.76) en (6.74), utilizando la or-

tornomalidad de los ylm es:
Ma?

Py =

Yio 7{ :—;m(e’,qs’) cos 0/dQY (6.77)
>

3
Yio =4/ yy cos 6 (6.78)

Luego el potencial escalar magnético es

recordando que

1
Oy = “Ma?ts c059 (6.79)
3 2
Adentro de la esfera se tiene que r. = r y r~ = a luego resulta que
1 1
Oy = ngcosez gMz (6.80)
entonces el campo magnético
— ~ M =~
H=-0,oyk= —?k (6.81)
La inducciéon magnética es
— 2 ~
B = g,quk (6.82)

Afuera de la esfera se tiene r- = a y r~ = r resultando en
1
Oy = gMOa3 cos 6 /r? (6.83)

es decir que afuera de la esfera el campo tiene la forma de un campo dipolar.
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6.7 Campos magnéticos quasi-estaticos en conduc-
tores

Cuando se empiezan a analizar las ecuaciones de electrostatica-magnetostatica con campos
que varian lentamente con el tiempo aparece la ley de Faraday la cual en forma diferencial
establece que

VxE+8B=0 (6.84)

Esta ley fue producto de experimentos realizados por Faraday en los cuales se ubicaba
circuitos, espiras, en campos magnéticos que varian en el tiempo. Faraday observd que
en la espira se induce una corriente transitoria, en términos matematicos encontré que el
cambio de flujo magnético en un circuito es igual a la fuerza electromotriz alrededor del

— — d —
fE-dz = ——/B-ﬁda. (6.85)
dt /s

Esta ley entonces nos relaciona los cambios temporales de la induccién magnética con el

circuito,

campo eléctrico. Usando el teorema de Stokes en el primer término de (6.85) y asumiendo
que el circuito es fijo y no cambia en el tiempo se determina (6.84).

Por supuesto existe otro término en la ecuaciones de Maxwell, que expresa las varia-
ciones temporales del campo eléctrico y como estas generan campos magnéticos, es el
término C%&:E en el rotor del campo magnético, sin embargo si los campos varian lenta-
mente este término puede ser considerado despreciable. Por lo que, por el momento
consideramos las ecuaciones de Maxwell pero sin este término, denominado término de
desplazamiento de Maxwell.

Si tenemos en cuenta la ley de Ohm para un material conductor, J = oFE y que
H = B/u resulta que

V x B = uokE. (6.86)

Reemplazando esta ecuacién en la ley de Faraday, (6.84), encontramos que
pod,B — V*B =0, (6.87)

esta es la ecuacion de difusion.
En forma equivalente, eliminando B de las ecuaciones en lugar de F, se puede encontrar
una ecuacién de difusién para el campo eléctrico

pod,E — V?E = 0. (6.88)

Si tenemos un campo eléctrico que varfa sinusoidalmente en z, E,(z,t) = E,(t)e~*=,
la forma de la solucién vendra dada por

E.(x,t) = Eg,e ne' ", (6.89)

es decir que la sefial decae con un tiempo de decaimiento de 7 = £7.
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Si pensamos en un campo del tipo sinusoidal temporalmente, en una dimension, ej.
E.(z,t) = E.(x)e” ™! entonces la ecuacién resultante serd

poiwE, — 92 F, =0, (6.90)

1% / T —iwt+yx - 144 1%
luego tenemos que la solucion serd E,(z,t) = Ey.e cony ==+ 3 VoW La solucién
tiene forma sinusoidal en = pero ademés un decaimiento espacial (o penetracién cuando
se piensa en como penetran los campos a un conductor) de

5=/ —. (6.91)

Esto nos dice la profundidad que debe tener el material para que sea capaz de filtrar
ondas de una dada frecuencia w. Si queremos construir una caja de Faraday que nos
filtre la alta frecuencia podemos determinar cuan grueso debe ser el material con esta
ecuacién. Notar que a menor frecuencia (mayor longitud de onda) deberia ser mas grueso
el material.

Ejercicio 6.2: Supongamos un material conductor diamagnético con y, o en z > 0y
vacio en z < 0, en z = 0 se pone como condiciéon de borde un campo magnético de la
forma H,(t) = Hycos(wt). Determine el campo magnético en z negativo. ;Cual es la
profundidad de penetracién del campo magnético?



