Capitulo 4

Multipolos

4.1 Expansion multipolar en coordenadas rectangu-

lares

Si estamos en un problema sin condiciones de contorno en el cual existe una densidad
de carga que esta concentrada en una region y observamos desde muy lejos el campo
eléctrico que produce esta distribucion de cargas, jcudl serd la forma del campo eléctrico?.
Uno podria pensar que si estamos muy lejos podriamos aplicar en forma aproximada
una superficie Gaussiana esférica y por lo tanto el teorema de Gauss nos dice que el
comportamiento del campo eléctrico a primer orden sera dominado por el término de una
carga puntual ubicada en el centro de la distribuciéon de carga con carga total igual a la
integral de la distribucién de carga. Pero que sucede si la carga neta adentro de V' es 0,
es esperable que tengamos potencial eléctrico lejos de la distribuciéon de carga?. En este
capitulo buscamos generalizar esta metodologia a fin de obtener las contribuciones de los

términos de orden superior.
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Figura 4.1: Distribucién de carga p(Z) que
se encuentra localizada en el espacio. Si la
distrucion se encuentra restringida a una
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esfera de radio R entonces asumimos que
el punto de observacién satisface |Z| > R.

T
Veamos primero, el potencial y campo eléctrico que genera un dipolo ubicado en el

origen de coordenadas y el punto de observacién esta lejos del origen. Supongamos el
dipolo esta formado por dos cargas puntuales ¢ y —¢ con una distancia d entre ellas, el
potencial eléctrico viene dado por
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Luego por el teorema del coseno, si v es el angulo entre el dipolo (vector que va desde la
carga negativa hacia la positiva) y el vector Z,

17— 2|7t = [r? — rd cosy + (d/2)?]71/? (4.2)
mientras para la carga negativa se tiene

Z—Z_|7 = [r* = rdcos(m — ) + (d/2))]7V? = [r? + rdcosy + (d/2)?] V2 (4.3)

z
Figura 4.2: Dos cargas de la misma mag-
z nitud y signos opuestos se encuentran
q - 7 separadas por una distancia d. Se quiere
obtener la expresién del potencial eléctrico
J Yy para un punto de observacién ¥, tal que

|Z| > d.

Si asumimos que r > d luego podemos realizar una expansion en d/r y quedarnos con
los dos primeros érdenes de la expansion,
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T—Z | ' =r I Fd/rcosy+ (d/2r)? ]2~ = [1+ —cosv . 4.4
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Luego el potencial viene dado por

o 1 qdcosvy

(4.5)
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vemos como la contribucién de las cargas se anula, y aparece un término que decae como
r~2 que tiene que ver con la magnitud y la distancia entre las cargas (qd).
En el caso general de una distribucion de carga localizada, el potencial viene dado por

dV’ 4.6
47T€/ |x—:p (46)

Por lo que debemos encontrar la expansién en series de potencias de |# — Z'| para el
caso en que |Z] > |Z’|. El desarrollo de Taylor de una funcién arbitraria f(Z) alrededor

de %y es
f(@) = f(@) + (AT - V) fla, + 3 Las, D07, flz, (4.7)

1

El desarrollo de | — 2’| alrededor de |Z’'| = 0 nos da
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Luego se reemplaza esta expansion en la expresién para el potencial (4.6),
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@:—(%+x

dmeq \ | Z| Z|3

2|£|5x Q-7+ > (4.10)

donde los primeros momentos de la distribucion de carga vienen definidos por

q= /p(f')dV’ (4.11)
_’:/ (@)ZdV’ (4.12)
Q= / 377 — 1|7 |H)dv’. (4.13)

La primera ecuacion ¢ describe a la carga total del sistema, p’describe al momento dipolar,
y Q es el momento cuadrupolar.

Teniendo en cuenta las componentes de la matriz Q, el momento cuadrupolar, el
potencial eléctrico (4.10) se escribe como

1 q TiT 4
O(7) = — —1— R 4.14
D= g [u 3 L0 A

Veamos las primeras dependencias del potencial y el campo eléctrico en funcion de los
términos de la expansién. En el caso de un término monopolar el potencial y el campo
eléctrico es:

1 ¢
(7)) = = 4.15
@ =+ (4.15)
- 1 g7
E(7) = — 4.1
= fre (4.16)

donde estamos interpretando a ¢ como el coeficiente del término monopolar. Si miramos
desde lejos una distribucion de carga, el término dominante seré el monopolar y el campo
tiene la forma de una carga puntual con carga igual a la carga total de la distribucion
g = J pdV. Es un campo divergente desde el origen para ¢ > 0 o convergente al origen
q < 0.

Calculando el gradiente del término dipolar del potencial eléctrico

- =

1px

(7)) = 4.17
() 47eq 2 ( )
se determina el campo eléctrico dipolar resultando
— ]_ r _" r) — D
By - L3N -0 (4.18)

47eq r3

Ejercicio 4.1: Encuentre y grafique el campo eléctrico producido por un dipolo p'alineado
con el eje vertical. Compare con el campo eléctrico producido por dos cargas ubicadas en
el eje z a una distancia d.
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4.2 Expansion multipolar en coordenadas esféricas
Supongamos entonces una distribucién de carga localizada, la cual se encuentra concen-

trada dentro de una esfera de radio a alrededor del origen. Dado que no existen condiciones
de contorno la solucién general del problema es dada por

dV' 4.19
47re/ \x—x (4.19)

Expresemos al término de la distancia entre punto fuente y observacién

1
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una funcién de armonicos esféricos, como fue demostrado en (?7),

l
Z Z QH " Cfl Vi (0 ¢')Yim (0, 0) (4.20)

Pero dada la hipotesis que el punto de observacién esta muy lejos y la carga esta
concentrada entonces |Z] > |7’| resultando en

=3 Z Vi 6)Yin (6,6, (4.21)

=0 m=—1

Reemplazando (4.21) en la (4.6) se obtiene

Z Z 2l+1 o) / Y0/, )" p(@)aV” (4.22)

Por lo que tenemos en el término de la integral expresado las caracteristicas particulares
de la distribucion de carga

G = / (0, ) o)AV (4.23)

los g, se coeficientes constantes y se denominan momentos multipolares. Estos coefi-

cientes definen la contribucién de la distribucion de carga para cada uno de los 6rdenes.

I+1

Luego la solucién en series de potencias de ", distancia al origen, viene dada por

dim lm gb)
eo Z Z 20+1 it (4.24)

dado que asumimos que estamos lejos comparado con la distribucién de carga y los
términos decaen con potencias negativas crecientes entonces el término de la serie domi-
nante sera el primero con ¢, distinto de cero.
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Los primeros armonicos

e
6 % 3 m esféricos hasta [ = 3.
WILH 2 S PRW®

Se concluye que la forma mas simple de realizar el desarrollo en serie de potencias es

en coordenadas esféricas donde naturalmente aparecen los términos de la distancia a la
distribucion de cargas.

4.3 Distribucion multipolar de la energia de una dis-

tribucion de cargas en un campo externo

En el caso de la energia de interaccion entre una distribucién de cargas y un campo
eléctrico externo la energia viene dada por

W= / D0y (T)AV (4.25)

notar la ausencia del término 1/2 dado que es energia de interaccién. Ubicamos a la
distribucion de cargas localizada alrededor del origen y ante la presencia de un potencial
externo (con cargas lejanas y desconocidas).

La expansiéon del potencial eléctrico externo en el origen viene dado por

Byt (F) = Pogy(0) — T+ E(0) — = ZZ (3z;; — 120:5) 0y, E;(0) + - - - (4.26)

Dada la equivalencia entre (4.25) y (4.6) la expansion resultante es equivalente si se
intercambia la expansion de |Z — &'| por ®(Z),

W = qq)ea:t(o) - ﬁ Eext(o) - é Z Z QZ]asz](O) + - (427)

Es interesante notar que la carga interactia con el potencial, el dipolo con el campo y
el cuadrupolo con el gradiente del campo. Esto es de interés para las areas de resonancia
magnética dipolar o eléctrica cuadrupolar. Si aplicamos gradientes de campos eléctricos
a la materia se pueden estudiar las caracteristicas de los momentos cuadrupolares de los
nucleos, mientras aplicando campos magnéticos (ya lo veremos) se pueden estudiar las
caracteristicas dipolares.
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La energia de interaccién entre dos dipolos pj, ps se determina teniendo en cuenta el
campo eléctrico generado por un dipolo, (4.28),

. 1 3¢5 - 7) — 7
Eezt(f) T(pl T) b1

= 4.28

47eq r3 ( )
luego la energia de interaccién tendrd como término dominate el segundo de (4.27) es
decir Wiy = —p - E4(0) resultando en

_ 1 3(e-n) - (P2-n) +Pa -
47T€0 |fg —fl|3 )

Wi (4.29)




