Capitulo 1

Revision de conceptos de analisis
vectorial

Realizamos un repaso de identidades y conceptos del calculo vectorial que nos seran de
utilidad, necesidad, durante el curso de Electromagnetismo. Como referencia del tema se
puede utilizar el Capitulo 1 del Griffiths. Para una referencia mas completa del tema ver
“Vectores y Tensores” de Santalo.

1.1 Vectores

En forma no rigurosa solemos asociar el concepto de vector a un segmento que contiene
una direccién. Este puede estar representado en un espacio de cualquier dimensién RY.
En fisica existen numerosos ejemplos de vectores en R? tales como el desplazamiento y la
velocidad. En forma mas rigurosa decimos que los vectores son elementos de los espacios
vectoriales los cuales deben satisfacer un conjunto de propiedades.

Un espacio vectorial es un conjunto de elementos que esta caracterizado por dos opera-
ciones la aditividad entre elementos del espacio vectorial V| y el producto de un elemento
por un escalar. Estas operaciones satisfacen un conjunto de axiomas:

1. Conmutatividad de la adicién @ + ¢ =0+ u
2. Asociatividad de la adicién (4 + v) + @ = @ + (¥ + W)
3. Existencia del elemento identidad 0 € V' tal que U + 0=10 para cualquier v € V.

4. Existencia del elemento inverso (aditivo) Existe —¢ para cualquier ¢ € V tal que
T+ (—7) =0

Se suele utilizar dos notaciones para representar a vectores la fuente negrita v o un
vector por encima v, sin embargo para texto en lapiz o pizarrén es conveniente representar
con un vector por encima de la letra v. Esta tltima sera la opcién utilizada en este apunte.



Ejemplos de espacios vectoriales mas alld de RY son el conjunto de los complejos CV,
las sucesiones, las matrices y las funciones.
Si pensamos en vectores en R? y los representamos en una base particular

A=A+ Aj+ Ak (1.1)

cuyas componentes estan expresadas en las coordenadas cartesianas es decir 72, J, y k
representan vectores unitarios en los ejes z, y, y 2.
En general a un vector en R? lo podemos expresar en funcién de una base {i;}
cualquiera
A= Ay + Asito + Agii (1.2)

notar que el vector A es independiente de la base, sin embargo su expresion en compo-
nentes (A, As, A3) si depende de la base.

Si tenemos un conjunto de N vectores linealmente independendientes, a través de
combinaciones lineales de estos vectores podemos generar un espacio de N dimensiones.
En particular una base es un conjunto de vectores linealmente independientes que generan
el espacio.

Las bases que vamos a utilizar estaran compuestas por vectores ortogonales y de

modulo unidad 2, j,l% 0 11, Uy, uz. A los vectores de médulo unidad los llamamos versores
y los denotamos por el sombrerito. Mientras en general a los vectores los denotamos con
la flecha.
Notacién de Einstein. Se utiliza para simplificar la escritura y visibilidad, todo doble
indice en una expresion lo interpretamos como una suma que cubre las N dimensiones del
espacio, y por lo tanto podemos obviar el simbolo de la suma (la sigma en maytsculas),
es decir

Esto también permite trabajar facilmente en dimensiones arbitrarias por ejemplo en RY.
Se asume que la suma recorre todas las dimensiones del espacio donde estamos trabajando,
siesen R?ird de 1 a3, sies en RY ird de 1 a N, es decir se asume implicitamente con la
notacion de Einstein que la suma contiene N elementos.

La notacion de Einstein es de mucha utilidad para demostrar propiedades del calculo
vectorial, las cuales en general es necesario demostrarlas expresando los vectores en sus
componentes y aplicando las propiedades de operaciones escalares.

Suma de vectores:

A+ B = Ay + Bity; = (A; + By (1.4)

Si los vectores son expresados en la misma base, la suma de vectores es igual a la suma
de sus componentes en la base dada.
Multiplicaciéon de un vector por un escalar:

ad = a(Ai) = ()i (1.5)
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Cada componente es multiplicada por el escalar.
Producto interno. Es una operacion de R"™ x R™ en R. Operacién entre vectores cuyo
resultado es un escalar. El producto interno debe satisfacer 4 axiomas:

1. Sea ¥ en V entonces v - v > 0.

2. Sean @, v, en V entonces (4 + 0) - W = @ - W + ¥ - 0.

—

3. U= \l-

<y
>

U

4. - v=0-u

Sean dos vectores /T, B en R" el producto interno de estos vectores se define por:

A B = (Aity) - (Bjii;) = A;Bji; - ii; = A;B; (1.6)

donde hemos aplicado la propiedad distributiva quedando una doble suma y luego usamos
las ortonormalidad de la base {u;},

O ke i
Para expresar a este tipo de funcionalidad, definimos a la delta Kronecker,
i {08 s
luego podemos expresar el producto interior de los versores de la base por
U; - Uj = 0jj. (1.9)

De esta manera decimos que la base es ortonormal, es decir sus vectores son ortogonales
entre si y estan normalizados.

Moédulo o norma de un vector. La norma de un vector es la raiz cuadrada del
producto interno del vector por si mismo

A=V A=,/a (1.10)

donde en el cuadrado de A; vale la notacién de Einstein. El médulo es una funcién de R”
a R. La norma de un espacio vectorial debe cumplir los siguientes axiomas:

1. |7 >0,

2. U] =0 0=0,

w

-+ |ad] = |alfd],

W

-+ 0] < Jul + |9



Nota: Para la funciéon médulo de un vector utilizamos el simbolo | |. Esta funcién
es distinta de la utilizada para el modulo de un escalar aun cuando la denotemos con
el mismo simbolo. El médulo de un vector también suele ser denotado por || || para
distinguirlo del médulo de un escalar.

Independencia lineal: un conjunto de vectores {#;}, es linealmente independiente si
para cualquier combinacién lineal se cumple que:

O0=av;=>a=0 (111)

Ejercicio 1.1: Demostrar que si tenemos un conjunto de M vectores con M > N entonces
los vectores serd linealmente dependientes, es decir existe una combinacién lineal de los
vectores con coeficientes de la combinacion no nulos.

Desigualdad de Cauchy-Schwarz. El valor absoluto del producto interior de dos
vectores es menor o igual al producto del médulo de los vectores:

|A- B| < |A||B| (1.12)

La igualdad vale para el caso en el que los vectores sean paralelos o antiparalelos. En
este caso si 14 es el versor en la direccion de ff, entonces podemos expresar los vectores
Ay B como

A=|Alay,  B=|Blix (1.13)

El producto interior de los vectores es:
A B =|A| |Bliia-tia = |A| |B] (1.14)

En el caso que B tenga la direccién opuesta a A se debe cambiar el signo a negativo.
El otro caso extremo es para A - B = 0, en este caso los vectores son ortogonales.
En general se tiene que

A-B
|All B
donde ¢ es el dngulo comprendido entre los vectores A y B.
Entonces, en forma gedmetrica independiente de la base, el producto interior se puede
expresar como:

A B = |A||B|cos ¢. (1.16)

Producto vectorial El producto vectorial es una operacién entre dos elementos en un
espacio vectorial que resulta en otro elemento del espacio vectorial.
El producto vectorial de dos vectores en R3 en la base {1, iy, U3} viene dado por

A x B = (AyBs — ByAs)iy + (B1As — B3A;)is + (A1 By — B1As)iis (1.17)

donde A; y B; son las componentes de A y B en la base ;.
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Como forma mnemotécnica para el calculo se utiliza
Uy Up U3
Ax B = det A1 A2 Ag (118)
By By Bj

El producto vectorial en general para R3 se puede expresar en forma compacta usando
el tensor de Levi-Civita quedando definido por:

/T X é = eijkﬂiAjBk (119)
El tensor tridimensional anti-simétrico de Levi-Civita viene definido por

1 siijk es una permutacién par de (123)
€jk = 10 si se repite el indice (1.20)

—1 i ijk es una permutacién impar de (123)

Permutaciones pares son 123, 231, 312. Mientras las permutaciones impares son 321, 132,
213. Como regla mnemotécnica se puede utilizar

NN

1 3
sgn(e; ) =det | 1 3 (1.21)
1 3

El producto de tensores de Levi-Civita se puede expresar en funciéon de deltas de

Kroneker,
€ijk€imn = |0ji 5]‘ 5jn (1'22)
5191 5km 5kn

Las propiedades del producto vectorial son

Ax B=—(Bx A), (1.23)
Ax(BxC)=(A-C\B—(A-B)C, (1.24)
(AxB)-(CxD)=(A-C)(B-D)—(A-D)(B-C), (1.25)
A (BxC)=C-(AxB)=B-(C x A) (1.26)

Este ultimo producto triple es el volumen del paralepipedo generado por los tres vectores.
Como se deduce de la misma propiedad (1.26), este volumen da 0 si dos de los vectores
son paralelos entre si.

Ejemplo 1.1: Demostrar la propiedad (1.24).



Expreso a los productos vectoriales mediante el tensor de Levi-Civita, (1.19),
B x C = €;;,1;B;Cy (1.27)
luego el producto vectorial externo
A x (B x C) = €pmi Ameiji. B;Cyy (1.28)

Dado que nos queda un producto de tensores de Levi-Civita, podemos utilizar la propiedad
(??), pero notar que hay un indice que se repite, n = i, en estos casos se sabe que
Oni =1, 6, = 0, 0,n; = 0, por lo tanto el determinante de (?7?) se reduce a

€imi€ijk — 5zj5mk - 5zk5mj (1-29)

reemplazando en (1.28),

g X (E X C_;) (5lj5mk — 5lk5mj)AmBjCkﬂl (130)
— B(A-C)—C(A-B) (1.32)

donde se uso la expresién del producto interno, (1.6) y (1.3).

Ejercicio 1.2: Expresando los vectores en notacion de Einstein y utilizando el tensor de
Levi-Civita, demostrar las propiedades (1.23), (1.25) y (1.26) del producto vectorial.

1.2 Transformacion lineales. Transformacién de vec-
tores bajo rotaciones

Un tensor afin T de rango 2 es una transformacién lineal de R3 en si misma, T : R3 — R3,
especificada por una matriz real de 3 x 3, T}, dada por

=

i=Tv (1.33)

en Componentes vale que
U; = (Tﬁ)] = 1,Vg. (134)

Ejemplo. Cuando queremos realizar una rotacion de los ejes, jcémo quedara expresado
el vector en un nuevo sistema de coordenadas rotado?. En primera medida cabe recordar
que los vectores no se transforman, lo que cambia son las componentes en la base rotada.

Supongamos que rotamos los ejes de coordenadas x — y en un angulo ¢ la transfor-
macién de las componentes del vector A viene dada por

Ay cos¢ sing 0 Ay
Ay | = | —sing cos¢ 0 Ay (1.35)
A, 0 0 1 As
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1.3 Campos y operadores diferenciales

Definimos el operador diferencial vectorial nabla (un bicho que se come funciones escalares
o vectoriales con dominio en RY) por

V = 0,0,.. (1.36)

3

De aqui en adelante a este operador diferencial lo denominaremos operador nabla. Si
aplicamos el operador a una funciéon escalar lo que tenemos es un vector gradiente. Si
aplicamos el operador nabla a través del producto interno a un vector lo que tenemos es
la divergencia, mientras que si lo aplicamos a través del producto vectorial a un vector lo
que tenemos es el rotor. Veamos en detalle cada una de estas definiciones.

Gradiente Si aplicamos el operador nabla a un funcién escalar ¢(Z) lo que obtendremos
es un campo vectorial definido por

op . 09 09 99

Vo(r) = a—xzuZ = o Uy + a1, Us + 8953“3' (1.37)

Esta definicion es dependiente de las coordenadas que se utilizan, una definicion del
gradiente independiente de las base es

@ Vé(F) = lim [6(Z + etl) — P(Z)]

e—0 €

(1.38)

para todo vector @ en R3.

El gradiente de ¢ en un punto 7, apunta en la direccién de méaximo crecimiento de la
funcién ¢ en Z. Es decir apunta hacia la cima, mientras —V¢ apunta hacia el valle. La
magnitud del vector nos da la razén de crecimiento de la funcién escalar. Esta razon de
crecimiento es la mayor o igual a cualquier otra direcciéon de la derivada direccional:

Oad(F) = Vo(&) - 1 < V() (1.39)

Notar ademéas como expresamos a la derivada direccional en funcién del gradiente.
Divergencia Si aplicamos el operador nabla a través del producto interno a un vector
tenemos una funcion escalar definida por

VoA = (@0 - (Ajdy)
— -0 A,
= 0y0u 4,

(1.40)

La divergencia es una medida de como el campo vectorial sale/diverge del punto en
cuestion, esta estrechamente relacionada a la integral de superficie, en una pequena su-
perficie cerrada que rodea al punto, cualquier diferencia en esta superficie entre los campos
salientes y entrantes seran interpretados como una divergencia o convergencia del campo
vectorial.



Las fuentes (lineas salientes de un punto) tienen divergencia positiva (Fig. 1.1), los
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Figura 1.1: Campo vectorial divergente Figura 1.2: Campo vectorial rotational no

=

V-A>D0. divergente.

Rotor El rotor proviene de la aplicacion del operador nabla a través del producto vectorial
a un campo vectorial, el cual da como resultado un vector dado por

@y iy g
V xAZ) = det | Oy, Oy Ou, (1.41)
Al Ay A

Figura 1.2 muestra un campo rotacional (con rotor negativo) con divergencia nula.
Los campos con divergencia nula se denominan solenoidales.
En notacién tensorial escribimos al producto vectorial en la forma

Nuevamente interpretamos al operador V como un vector para escribir la operacién en

funcién de sus componentes.

Reglas de la derivacion. En general para demostrar las reglas de derivacién del andlisis
vectorial se trata de escribir en componentes y utilizar los resultados del calculo de una
variable. De gran utilidad es la notacién de Einstein.

Ejemplo 1.2: Veamos un par de ejemplos de demostracion de propiedades que involucran

operadores diferenciales.

(a)
V- (pA) = 0,(0A:)
= A-Vo+¢V-A

donde se ha usado que la derivada del producto es el producto de las derivadas de

funciones escalares.
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(b) )

[V x (¢A)] = €n0;(pAk)U;
€ije|0;0 AR + ¢0; Ak,
€ijk0; P ARU; + O(€410; Ar) U
Vo x A+ ¢(V x A)

donde hemos usado derivada de un producto, para luego realizar distributiva y final-

mente asociar a rotores los términos resultantes.

1.4 Integracion en varias variables

Integral de linea. Integral de un campo vectorial a lo largo de un camino, esta puede
ser entre dos puntos a y b, fab V-dloalo largo de un camino cerrado fr V -dl donde dI
es un vector con direcciéon tangente al camino.

Integral de superficie. Integral de un campo vectorial en una superficie, |, g V -d5 donde
ds es un vector normal a la superficie que apunta hacia afuera de ésta.

Teorema fundamental de Gauss o de la divergencia. Si tenemos un volumen V' en
R3 que es cerrado y acotado con borde S suave y A es un campo vectorial en V' que es
continuamente diferenciable, entonces

/v-ﬁdvzfj-dg. (1.43)
\% S

La integral de la divergencia de un campo vectorial en un volumen es igual a la integral
del campo vectorial en la superficie que encierra a dicho volumen.

Se deja al lector para pensar en forma gréafica las razones por las cuales el volumen
interno no contribuye a la integral de volumen de la divergencia y solo importa como es
el campo vectorial Aenla superficie exterior S.

La suma de las divergencias en todos los puntos adentro del volumen, si pensamos
en la divergencia en pequenos volimenes microscopicos se cancelaran entre si y solo me
quedaran las contribuciones de la superficie.

En general, la integral de superficie es el flujo del campo vectorial a través de la
superficie, y puede ser expresado por

fﬁ-ds*:ffiands:fflnds (1.44)
S S S

donde 1, es el versor normal saliente de la superficie y A,, es la componente del campo
vectorial en la direcciéon normal saliente de la superficie.

El teorema de Gauss se aplica a distintos campos de la fisica. El flujo eléctrico saliente
de una superficie esta relacionado a la divergencia del campo eléctrico en el interior.
Mientras en fluidos, corresponde a la conservacion de la masa, el flujo saliente de un
fluido incomprensible es igual a la cantidad de fluido que se esta inyectando dentro del
volumen.
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Teorema de Stokes. Sea S una superficie orientada, cerrada y acotada con borde I
suave y V' un campo vectorial continuamente diferenciable en una regién que contiene a

/va'dngv'dﬁ (1.45)
S T

la integral de linea puede ser expresada por

fV-df: /vtdl, (1.46)
r r

donde v; es la componente tangencial a la curva I', y la integral de linea se interpreta

S y su frontera entonces

como la circulacion del campo vectorial a lo largo de la curva cerrada I'.

El teorema se puede pensar como la suma de pequenos vértices, elementos de circu-
lacién en pequenas superficies, ubicados en la superficie S es igual a la circulacion en la
curva cerrada que encierra a la superficie. En el caso en que V X V=0enS (el rotor es
0 para todo punto de S), entonces el campo es irrotacional, y esta libre de vértices.

Campo vectorial conservativo. Si el campo vectorial 1% puede ser expresado como
V= V¢ entonces ¢ es el potencial del campo vectorial y se dice que V es conservativo.

Corolario 1. Los campos vectoriales conservativos son irrotacionales.
Supongamos existe una ¢ tal que V' = V¢, entonces tenemos que el campo conservativo
satisface VxV = V x V¢ = 0. Por lo que un campo vectorial conservativo es irrotacional.

Corolario 2. Para campos conservativos las integrales de linea entre dos puntos son
independientes del camino.

Demostremos este enunciado. Sea la integral de linea entre @ y balo largo de una
curva ['y que va entre @ y l;, si elegimos otra curva entre @ y l;, I’y entonces la integral

/V-df—/V-df:f?-df:/VxV-ds*:o (1.47)
I s S

donde ambas curvas I'; y I's se interpretan desde @ hasta 5, por lo que para la integracion
desde b hasta @ se realiza con signo negativo. Ademads en la segunda igualdad de (1.47) se
uso el teorema de Stokes y luego en la tercera igualdad se usa que V x V = 0 (Corolario

/V-df:/ V.dl (1.48)
Fl FQ

Notar que para que valga este resultado el rotor del campo debe ser 0 en toda la superficie

1). Entonces tenemos que

comprendida entre I'y y I's.

El lector se preguntara entonces si es que vale la afirmacion inversa, ;todo campo vec-
torial irrotacional sera convervativo? la respuesta es no siempre, solo para el caso en el que
la regién donde el campo es irrotacional sea simplemente conexa. Como contraejemplo,
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supongamos un toro o donut/rosquilla de Homero, en ese caso no tenemos garantizado si
la integracién es por fuera de la donut que el campo sea conservativo.
En el caso en que la region sea simplemente conexa vale el teorema siguiente:
Teorema Si VxV = 0 en una region simplemente conexa V' donde V es continuamente
diferenciable, entonces para p'en V', la integral de linea

O(T) = /fV -ds, (1.49)

es independiente de la curva que une a p con ¥ y se puede definir un potencial de V tal
que V= V. Este potencial es tinico hasta una constante aditiva que depende de ¢.

Esta claro ahora que si tenemos un campo vectorial que esta libre de vortices en una
region simplemente conexa, entonces podemos aplicar el razonamiento inverso, es decir en
la region interna a la de las curvas I'y y I's todo punto del campo vectorial sera irrotacional
y por lo tanto la integral de linea cerrada es 0 de lo cual se deduce que las integrales de
linea entre los dos caminos I'y y I'; son iguales. En el caso en que el dominio en el que
el campo sea irrotacional no sea simplemente conexo no tenemos garantia que la integral
cerrada se anule.

Ahora supongamos que existe un campo vectorial A tal que el campo V se puede
escribir de la forma V =V x A luego se deduce que V - V= 0, el campo es solenoidal.
Vale la pregunta inversa también en este caso, jserd que todo campo vectorial solenoidal
se puede escribir como el rotor de un campo vectorial? La respuesta es equivalente al
anterior planteo. Si la regién V donde se cumple que el campo es solenoidal tiene la
propiedad que cualquier superficie cerrada en S encierra un volumen cuyos puntos son
todos pertenecientes a la region V' entonces vale, es decir el campo vectorial solenoidal
puede ser escrito como un rotor de otro campo vectorial.

1.4.1 Identidades de Green

Si proponemos al campo vectorial dado por dos funciones escalares ¢, ¥:
A= ¢V (1.50)

Luego reemplazamos esta expresion en el teorema de la divergencia:

/v (6V)dV = iww -3 (1.51)

donde ds es el diferencial de superficie con direccion normal saliente a la superficie, alter-
nativamente se puede denotar ds = nds.
Expandiendo la primera integral en (1.51) obtenemos:

/ (6V24 + V- Vi)dV = 74 60, 0ds (1.52)
1% S
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donde 0,1 es la derivada de 1) en la direccién normal a la superficie.

La ecuacion (1.52) es conocida como la primera identidad de Green.

La segunda identidad de Green se obtiene a partir de aplicar la primera identidad de
Green a A = »V1 en la cual se obtiene (1.52) y a B = YV ¢. Para este ultimo campo
vectorial la primera identidad de Green se lee

/ (WY + Vip - Vo)dV = f V0, ¢ds (1.53)
Vv s

Restando (1.52) menos (1.53) resulta la segunda identidad de Green:

/ (6 — YY)V = f (60005 — ¥O,0)ds (1.54)
1% S

1.5 Teorema de Helmholtz

Teorema Si V es un campo vectorial continuamente diferenciable del cual conocemos su
divergencia y su rotor y éstos se van a 0 en el infinito (al menos como r~3), entonces, este
campo vectorial queda univocamente determinado. Es decir que cuando especificamos
la divergencia y el rotor de un campo vectorial estamos determinando univocamente al
campo vectorial.

Demostracion. Demostremos que el campo V lo podemos descomponer y escribir como
la suma de un campo solenoidal y de un campo irrotacional 1%

V=Vé+VxA (1.55)

Entonces si encontramos a la funcion escalar ¢ y ademas encontramos al campo vectorial

—

A, vy ademads estos son tnicos, hemos logrado la descomposicion.
Si aplicamos la divergencia a (1.55) tenemos que

V-V =% (1.56)

es decir que si tenemos como dada a V -V, debemos determinar la ¢ que satisface la
ecuacion de Poisson. La ¢ se determina de

1 [(V-V Sy Oed]
¢:E/v dVv +ﬁ[gb8n(r 1)—7}&9 (1.57)

r

donde r = |7 — 7’|. Esta solucién se puede encontrar utilizando la segunda identidad de
Green, en la cual se toma una funcién escalar como ¢ y la segunda funcién escalar como
¢ = 1/r, utilizando el concepto de la delta de Dirac. Se deja como ejercicio hacer en
detalle las cuentas.

En un problema sin condiciones de contorno la superficie S puede ser pensada como
una esfera cuyo radio tiende a oo como tenemos que V - V-3 para r — oo entonces
¢ — r~! para r — oo. La integral de superficie se anula (sin embargo si es importante
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para cuando tenemos condiciones de contorno). Luego (1.57) para estas condiciones de

1 [ V-V
= — dv’. 1.58
s / (1.58)

47 r

contorno se reduce a

hemos determinado ¢ y por lo tanto determinado el primer término de (1.55) y con esto
su existencia queda comprobada.

Ahora pasamos a la demostracion de la existencia de ff, aplicando V x a la expresién
(1.55) se tiene B

VxV = VxVxA

V(V-A)— VA (1.59)

como A esta determinada a menos de un gradiente, A=A+ V1, manteniendose el mismo
rotor V x A’ = V x /T, entonces podemos elegir a 1 tal que V - A=0.
Supongamos que V - A # 0, luego se tiene que V - (%f’ + V) = ~, Entonces puedo
resolver la ecuacién de Poisson V29 = , encontrando a 1) y por lo tanto vale que V-A" = 0.
Luego la ecuacion resultante es

VxV=-V4 (1.60)

pero estas son tres ecuaciones de Poisson, entonces bajo los mismos argumentos podemos
encontrar que

dv (1.61)

47 r

Por un lado, hemos demostrado que existen ¢ y A tal que el campo vectorial lo puedo
descomponer en (1.55). Por otro lado, hemos demostrado que si conocemos a V - Vy
vV xV podemos determinar a V.

Este resultado es de fundamental importancia en electrostatica donde tendremos es-
pecificado la divergencia y el rotor del campo eléctrico y a partir de estos determinaremos
al campo. Notar que la demostraciéon realizada aqui, asume un dominio no acotado y
totalmente abierto. Mas adelante durante el curso veremos el caso general a dominios con
condiciones de contorno.

1.6 Coordenadas curvilineas ortogonales

En general podemos representar a puntos en el espacio no solo por las coordenadas carte-
sianas rectangulares (x,y, z) sino por coordenadas curvilineas generales wq, us, us tal que
existan ecuaciones de transformacion entre las coordenadas,

xT; = .%'Z'(Ul,UQ,Ug). (162)

Si tenemos el vector posicion dado por 7 = x;2;. Las superficies de las coordenadas
curvilineas, estan dadas por u; = cte, intersectandose estas tres superficies en el punto.
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Notar que dado que la transformacién (1.62) no necesariamente es lineal, entonces las
superficies no son planos. Sin embargo en cada punto las equi-superficies satisfacen que
sus vectores normales son ortogonales entre si.

Supongamos que nos movemos infinitesimalmente en una de las direcciones de las
coordenada curvilineas w1, el cambio del vector posicién de 7 a 7+ d7° viene dado por

or
dr = —du1 = hluldul (163)
(7u1
Los vectores Ba_url son tangentes a las curvas coordenadas Ui, Uz, U3, representando a

1; a los vectores unitarios tangentes a dichas curvas entonces podemos representar a las
derivadas en el punto del vector posicién por

or

donde h; es denominado el factor de escala, el cual es la magnitud del cambio del vector

_ [Z (25)2] 1/2. (1.65)

Si los versores ; son ortogonales entre si, se dice que el sistema curvilineo es ortogonal.

posicién en la direcion uq,

or

Oy

hlz

Ejemplo 1.3: En el caso de coordenadas esféricas (r, 0, ¢) se tiene que la transformacién
viene dada por
7=rsinfcosgi+rsinfsingj+ rcosfk (1.66)

Calculando entonces las derivadas del vector posicion con respecto a cada una de las
coordenadas esféricas,

or

a—:siné’cosgbi—l—siné’singbj-I—cos@l% (1.67)
r

%:Tcosé’cosqﬁ—l—rcosé’singbj—Tsinel% (1.68)
g—;:—rsinesinqﬁ—i—rsinecosgbj (1.69)

Si ahora determinamos el médulo de estos vectores obtenemos los factores de escala,
hy =1, hg=1 hy=rsind. (1.70)

La variacion del vector posicion, el desplazamiento infinitesimal, expresada en las
coordenadas curvilineas es

Z hitidu; (1.71)
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Por lo tanto si el sistema coordenado curvilineo es ortogonal el arco de longitud viene

dado por
ds? = di"- di = Y _ hidu? (1.72)

como el sistema es ortogonal no aparecen los términos cruzados en esta expresion.
Entonces el arco de longitud para versores ortonormales viene dado por
2 12 2 2
ds® = hi + h3 + h3 (1.73)
Para calcular integrales de superficie en coordenadas curvilineas debemos considerar
los cambios en los nuevos versores,
dgl = aldsl = de X d?’A’g = hgdUgﬂg X h3dU3ﬂ3 = hghgdUgdUgal (174)

En el caso de la integral de volumen se debe tener en cuenta el volumen del par-
alepipedo con ejes dry, dry y drs,

:(hldul’&l) . (hgdUz’Ilz) X (hgdUngg) (176)
:hlhghgduldUQdU:g (177)

Si queremos transformar el desplazamiento infinitesimal de coordenadas, lo escribimos en
funciéon de las coordenadas cartesianas

las variaciones de la coordenada dx; en funcién de las coordenadas curvilineas dan

&ri
luego nos queda que
- n Ox; N Oz; .
dr = dz;1; = %jdujzi = (a—u]%) du, (1.80)
por lo que nos queda definido un vector no necesariamente normalizado,
ox;
i = ——i; = hilly. 1.81
Uy aul’l 1U1 ( )

gu1 % %
— —10zp p—10x2 p—10z2
pol0zs  p—10z3 p—10z3

1 dup 2 Ous 3 Ous

La matriz J es ortogonal y su inversa es igual a su transpuesta J7.
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Los vectores pueden ser transformados a través del Jacobiano normalizado, entre el
sistema cartesiano y un sistema coordenado curvilineo. Sea un vector artibrario A, la
relacion de sus coordenadas viene dada por

A Af
Az | =g A (1.83)
Az Aj

y también la transformacién inversa del sistema cartesiano al curvilineo

Ay A7
Ay | =J7 | Az (1.84)
Ay A3

Ejemplo 1.4: En el caso de coordenadas cilindricas (7, ¢, 2) se tiene que la transformacién
viene dada por
T=rcos¢,y=rsing, z =z (1.85)

derivando estas expresiones por las coordenadas cilindricas y normalizando con los h;, se
obtiene la expresion del Jacobiano normalizado,

cos¢ —sing 0

J=| sin¢g cos¢p 0 (1.86)
0 0 1
Es decir que la transformacién de vectores expresados en cartesianas a cilindricas viene
dada por
A, = cospA, +singA,, (1.87)
A, = —singA, + cospA, (1.88)
A, = A, (1.89)

Los operadores diferenciables en coordenadas curvilineas tienen las siguientes expre-
siones,

L0
Vi = Zhj 1a—ujuj (1.90)
J

(1.91)

V - A): (h1h2h3)—1 [ah2h3A1 i 8h1h3A2 n ahthA?’}

8u1 EMQ au?)

T8 ([ hohs O 8 [ hihs O & [ hihy O
2. 1
v w n (h1h2h3) L‘?ul ( hl 8u1> + 8u2 ( hz 8u2) + 8U3 ( hg 8u3)} (192>

Ejercicio 1.3: A partir de la expresion del gradiente en coordenadas curvilineas, Vi =
u;U; demuestre (1.90).
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1.7 Funcion delta de Dirac

La delta de Dirac es una funciéon impropia que tiene las siguientes propiedades,
(a) 0(x —a)=0siz#a
(b) [ é(z—a)dx = 1 silaregion de integracién contiene al punto a y es 0 si no lo contiene.

Pero esta propiedades son incongruentes con la definicién de funcién, por lo que no existe
una funcion que tenga esas propiedades. Las propiedades pueden cumplirse rigurosamente
como el limite de una secuencia de funciones a lo que denominamos una distribucion o
funcién generalizada. Para que satisfaga las propiedades, la delta de Dirac puede ser
pensada como el limite de secuencias de funciones cuyo ancho disminuye mientras su
altura crece acordemente tal que el area integrable se conserve.

Por ejemplo se puede pensar en una funciéon densidad de probabilidad Gaussiana
definida por

1 x?
N x,O,a2 = ex (——) 1.93
( ) V2no P 202 ( )
Algunos ejemplos de estas funciones son:
T m 2.2
d(z) = lim —= exp(—m“z”) (1.94)
m—o0 /77
Sz) = 1 sin(max) (1.95)
x) = lim )
m—oo T
e/m
d(z) = lli% P (1.96)

en todas estas secuencias de funciones se puede comprobar que su integral es 1 si el
intervalo de integraciéon contiene al punto x = 0 y es 0 si no lo contiene.

Entonces podemos pensar en la propiedad (b) como el limite de una secuencia de
integrales,

lim Om(x) f(z)dx = f(0) (1.97)

m—oo J_

Algunas propiedades derivables importantes de la delta:
(a) J° f(2)d(z — a)dz = f(a)
(b) [ f(2)d'(x — a)dx = —f'(a)
o(x)

(c) o(kzx) = Ti- donde £ una constante.

(d) o(f(x)) =2, ’%(mi)}_l d(z — x;) donde z; son las raices de f(z).

(¢) 0(z) = |7 exp(ikx)dk
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o(x)

Ejemplo. Veamos la demostracién de la propiedad (c), 6(kz) = 5.

||
Si k£ > 0 entonces propongo como cambio de variables y = kx

[ f@)o(ka)de = 7 f(y/k)o(y)dy/k
= f(0)/k

Si k£ < 0 entonces

o f@)d(ka)de = [ fy/k)o(y)dy/k
= —f(0)/F.

(1.98)

(1.99)



