Capitulo 3

Funcion de Green en distintas
geometrias

De lo visto en el capitulo anterior, podemos concluir que la resoluciéon de un problema
electrostatico general con condiciones de frontera, se concentra en la determinacion de la
funcion de Green para el problema, la cual se debe notar que solo depende de la geometria
del problema es decir de la superficie del contorno y, dada su definicién, es independiente
de la distribucion de cargas en el volumen y de la especificacion exacta de la condicion
de contorno. Si queremos determinar la funcién de Green se debe resolver la siguiente
ecuaciéon de Poisson:

V3G = —4nd (T — T) (3.1)

con Gp = 0 en S para el problema de Dirichlet.

Método de las imagenes Una de las metodologias que se utiliza para encontrar la
funcion de Green es a través del denominado método de las imagenes. El método consiste
en poner una carga puntual en el dominio y poner cargas “imagénes” fuera del dominio
en cuestion (fuera de S), se pondrén cargas con magnitudes y en las posiciones necesarias
para que el problema en el espacio abierto cumpla con las condiciones de contorno de
Dirichlet o Neumann en S. Es decir que la posicién y magnitud de las cargas imagenes
se determinaran de la exigencia que el potencial sea 0 en S para el caso de Dirichlet.
Mientras para el caso de condiciones de Neuman se quiere que la derivada normal del
potencial sea una constante en la superficie. Notar que las cargas imagenes estan fuera
del dominio de interés y por lo tanto no contribuyen a la ecuacion de Poisson adentro
del dominio la cual solo tendra la carga puntual, como es requerido por (3.1). La tnica
funcién de las cargas externas es la de generar las condiciones de contorno adecuadas.

42



Version: April 27, 2022 43

Y Y

q = 4meg q = —4meg q = 4meg
/7 —————o

7 d d d

> N

A 5(8) =0 Bz =0) =0

Figura 3.1: Problema a resolver para de- Figura 3.2: Problema equivalente en el es-
terminar la funcién de Green para el semi- pacio abierto con la carga imagen que sat-
espacio positivo. isface la condicién de contorno ®(S) = 0.

3.1 Funcion de Green para el semiespacio x > 0

Queremos encontrar la funcién de Green para un dominio que tiene por superficie S el
plano z = 0 donde se pide que el potencial sea 0 y el resto de las condiciones de contorno
son que el potencial se anule lejos del origen. El dominio es el semi-espacio de los x
positivos. Para identificar a la S podemos pensar en el cascarén esférico de una semi-
esfera en los x > 0 cuyo radio se hace infinito (incluyendo la base de la semi-esfera como
contorno).

Se plantea como problema entonces encontrar el potencial eléctrico de una carga pun-
tual ¢ que se encuentra situada a una distancia d de un plano conductor con ¢ = 0 ubicado
en z = 0. Este problema lo vamos a plantear a través del método de las imagenes por lo
que proponemos a la carga fuente y ademds proponemos una carga imagen ¢’ ubicada en
una posiciéon d' que estaria fuera del dominio de interés, es decir ubicada en z < 0. El
potencial general viene entonces dado por

1 q q
¢ = 3.2
4meq { [(x — d)2 + y2 + 22]1/2 + [(:p _ d’)2 + y2 + 22]1/2} ( )

donde hemos asumido por razones de simetria que la carga imagen se encuentra ubicada
en la misma linea que une la carga fuente con la normal al plano. Dada la analogia con
el problema de éptica resulta evidente que la carga imagen deberia ser ¢ = —q y estar
ubicada en d’ = —d, sin embargo a los fines de concentrarnos en el procedimiento veamos
como se determinarian la magnitud de la carga imagen y su posicion. Es decir tenemos
dos incognitas, y sabemos que se debe cumplir que ®(x = 0) = 0, de aqui podemos tomar
dos casos particulares para tener un sistema de dos ecuaciones, tomemos y = z = 0 y
y=1oy z=0. Para el primer caso se tiene que

Bz = 0) = — (|i]7| + %) ~0 (3.3)

4dmeq
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Por lo que la carga imagen viene dada por

d/
q = —C]H~ (3.4)

Imponiendo la segunda condicién se obtiene que

Bz = 0) = — ¢, __ad ~0 (3.5)
"V o \@ e T ) 7 |

de donde se deduce que
(A% + ) — (& + ) = O, (3.6)

es decir que la posicién de la carga imagen es d? = d?, de aqui descartamos la solucién
d = d ya que estarfa dentro del dominio en consideraciéon y de hecho esta soluciéon nos
daria un potencial nulo en todas partes, por lo que la posicion de la carga imagen debe
ser d = —d y reemplazando en (3.4) se obtiene que ¢’ = —¢q. El potencial entonces es
dado por

_a ! B |
@‘4weo{[<x—d>2+y2+z21l/2 [<x+d>2+y2+z2w}' (37)

Esta ecuacion cumple con ambas premisas del problema, tiene una carga puntual ubicada
a una distancia d del plano y ademas en todo el plano z = 0 el potencial se hace 0.

Este potencial eléctrico (3.7) es en general el potencial de una carga puntual en un
problema cuyas condiciones de contorno en el plano x = 0 y en infinito son & = 0. Por lo
que sabemos que el potencial (3.7) satisface:

V20, = q/e)d* (7 — 7), (3.8)

donde ¥ y 2’ son vectores localizados en el semiespacio x > 0, y ademés se observa que
por construccion (3.7) satisface con la condicién de contorno ® =0 en z = 0.

Es decir que si fijamos el valor de la carga a ¢ = 4me, el potencial (3.7) es la funcién
de Green de Dirichlet para el semiespacio x > 0,

1 1
(@—d?+(y—y)2+ (== [(w+d)>+@y—y)>+(z— )
(3.9)

A través de esta funcién de Green (3.9) podemos expresar la solucién del problema

Gp(Z,7) =

general electrostatico para el semiespacio x > 0,

1
b =
47eg

/ o(F)Cp(F — F)dV — i ji B(F)0,Gp (7, 7 (3.10)

Fisicamente, el problema de Green con condiciones de contorno de potencial constante,
y por lo tanto de Dirichlet, esta directamente ligado con los materiales conductores. Por
lo cual es un problema de importancia practica. Como hemos visto la densidad de carga
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superficial en el conductor viene dada por E, = o/¢y, por lo que la densidad de carga
superficial viene dada por

0= —¢€y0,Pg, (3.11)

es decir el gradiente normal a la superficie del potencial eléctrico nos determina la densidad
de carga superficial. En el caso de la fuerza por unidad de area que ejerce la carga
superficial esta viene dada por el promedio del campo interno y externo es decir:

F, = %En (3.12)

donde F, es el campo en la superficie externa del conductor.

Ejercicio 3.1: a) Determinar la densidad de carga superficial de (3.7) sobre la superficie
contorno x = 0 para un plano conductor con una carga puntual ¢. b) Integrar la densidad
de carga superficial obtenida en a) para obtener la carga total inducida en el plano.
Explique el resultado en términos de superficies Gaussianas. ¢) Determinar la fuerza con
la que la carga es atraida hacia el plano. d) Calcular la energia potencial electrostatica.

Ejercicio 3.2: Determinar 0,,Gp(Z, ") en el problema del plano conductor.

Ejercicio 3.3: Determinar el potencial en el caso que tenemos dos planos formando un
angulo a = m/2 y existe una carga puntual ¢ ubicada en una posicién arbitraria. Escriba
la funcién de Green del problema.

Ejercicio 3.4: ;Como cambia la funcién de Green, (3.9), en el caso en que se requiere
resolver un problema en el semiespacio x < 07

3.2 Funcion de Green para la esfera. Método de las

imagenes

En el caso que se tiene una carga puntual frente a una esfera conductora conectada a
tierra, ® = 0, como en el caso del semiespacio, el problema puede ser planteado por el
método de las imagenes. Ponemos una carga imagen dentro de la esfera y reqerimos que
se anule el potencial en la esfera. Las incognitas van a ser la posicion de la carga imagen
y la magnitud.

Dada la simetria del problema la carga imagen deberia estar en la misma direccién que
la carga fuente. El potencial que resulta es entonces el de dos cargas puntuales ubicadas
en .fo y flo = ‘f/0|.f3'0,

o(7) 1( “ . ) (3.13)

a 47'('60 |ZZ"— f()| |f— |flo|jfo|

Luego lo que debemos determinar es la carga imagen ¢’ y la posicién x,.
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La distancia entre dos vectores puede ser expresada en la forma:

Z—Zo| = @ -T—2T-Ty+7- T

—

= /@& —2|Z||Z| cosy + T - Ty

= \/7“2 — 2rrgcosy + ré

donde v es el angulo entre los vectores ¥ y Xy y r, o son sus respectivos modulos.

Solo necesito dos ecuaciones ya que son dos las incégnitas, tomo por simplicidad sobre
la esfera de radio a las direcciones: v = 0, m correspondientes a cosy = £1.

Las dos ecuaciones resultantes son:

L 1 q q

(¥ = aio) 4meg (To—a+a—r6) ( )
. . 1 q q
(@ ao) 4meg (7“0 +a + a4+ 7“6) ( )

Resolviendo el sistema (3.14)-(3.15) se obtiene rj = j‘—Q y ¢ =—2q.
0 T0
Mientras mas cerca esta la carga de la esfera mas cerca también estara la carga imagen.
Si la carga esta muy lejos de la esfera la carga imagen serd muy pequena.
El potencial de una carga puntual que se encuentra dentro de una esfera conductora
conectada a tierra tal que el potencial en la esfera es ® =0 es

1
QG | S (3.16)
dreg \ [T — 2o ro|T — ff—gxo|

Ejercicio 3.5: Calcular la densidad superficial de carga sobre la esfera conductora

utilizando que o = ¢,0,P. Determinar la fuerza con la que la carga es atraida por la
esfera conductora.

La fuerza con que la carga es atraida por la esfera conductora puede ser calculada
directamente teniendo en cuenta la fuerza que se ejercen las cargas fuente e imagen.
Dado que el efecto sobre la esfera conductora es de induccién habra una atraccion, razén
por la cual las cargas son de distinto signo. La distancia entre las cargas es:

a® a®
TO—T’E):TO—T—OZTO (1—73) (3.17)
La fuerza es entonces:
- 1 ¢ 1 2
|F 1 “q (3.18)

- dreq (ro — 1f)? - deg ri(1 — a?/r3)?

Entonces para alejar a una carga de un metal tenemos que hacer un trabajo que se debe
a la induccion de cargas de signo contrario en el conductor, en el método de las imégenes
esto se debe directamente a la atraccion entre la carga fuente y la carga imagen.
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Ejercicio 3.6: Determinar el potencial en el caso en que tenemos una esfera conduc-
tora con carga (). En este caso la solucién serd una superposicion del problema que ya
resolvimos al problema de una carga puntual () — ¢’ en el origen.

Ejercicio 3.7: Esfera conductora a un potencial V. Calcular cual es la carga que genera
ese potencial, Q — ¢’ = Va, y luego resolver como el ejercicio anterior.

Ejercicio 3.8: Esfera conductora en un campo eléctrico uniforme. Pensar en cargas
externas opuestas entre si.

Si tenemos en cuenta la solucién que se encontrd para una carga puntual frente a una
esfera conductora con potencial & = 0, (3.16), reemplazando el valor de la carga por
q = 4mey tenemos la funcién de Green para el problema de Dirichlet de la esfera (notar
que pedimos que el potencial sea nulo en el contorno), ademas cambiamos de notacién r
por 1/,

6nte.7) = (=31~ =l 319

|7 — 7
Esta es la funciéon de Green para el problema interno de la esfera.
Teniendo en cuenta que el dangulo entre ' y &’ es vy, usando (3.14) en (3.19) tenemos

r2pr2 2 -1/2
Gp = (r* + 71" = 2rr' cosy)"Y/? — (—2 +a® — 2— cos ’y) : (3.20)
a a
La solucion general del problema con condiciones de contorno de Dirichlet

o(7) = ﬁ {/V %‘?)GD(:E— #)dv' — /5 [©,Gp(Z — )] ds’} . (3.21)

Por lo que ademas de la funcién de Green (3.20) necesito determinar la derivada
normal en la superficie esférica de la funcién de Green. Derivando a (3.20) con respecto a
la normal, es decir con respecto a —7’, ya que es hacia el interior de la esfera, la derivada
normal resultante es

(2~ a?)

O Gplr=a = ~a(r? + a? — 2racos )3/ (322)

esta representa la densidad superficial de carga inducida en el conductor debido a la
presencia de la carga q = 4meg.

Para el caso en que tenemos la superficie esférica con un potencial ®(a, 8, ¢) = V (6, ¢)
y queremos resolver el problema externo sabiendo que no hay cargas, p = 0, y que
®(r — oo) = 0 usamos (3.21),

a(r? — a?)
dqY. 3.23
r? + a? — 2ar cosy)3/? (3:23)

00) = = [ ®(a0.0);

Ejercicio 3.9: ;Como cambia la funcién de Green, (3.19), en el caso en que se quiera
resolver un problema interior?
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Ejercicio 3.10: Demostrar que cosy = cosf cosf’ + sin 0 sin 0’ cos(¢ — ¢'). Esta trans-
formacién reviste de importancia ya que las coordenadas de la expresion de la derecha
corresponden a los angulos de las coordenadas esféricas.

Pensemos en dos vectores unitarios || = |7/ = 1.

Si usamos el teorema del coseno

7 — #* =14+ 1> —2cosy = 2(1 — cos ) (3.24)
Pensando en las coordenadas de los dos vectores:
(z—2)V+y—y)+ (2 —2)> =2(1 — cosvy) (3.25)
Transformando a coordenadas esféricas las coordenadas x,y, z y ', v/, 2/,

(cos ¢sin ) — cos ¢’ sin ') + (sin ¢sin @ — sin ¢’ sin §') + (cos @ — cos #')? = 2(1 — cos ).
(3.26)
Expandiendo los cuadrados y haciendo un poquito de algebra resulta

cosy = cos ' cos @ + sin @' sin 6 cos(¢’ — ). (3.27)

Ejercicio 3.11: Un problema de aplicacién de (3.23) es una esfera conductora que tiene
un aislante en el Ecuador, y de esta manera se divide en dos hemisferios uno el superior
de potencial +V y otro el inferior de potencial —V'. Determinar el potencial afuera de la
esfera.

Reemplazando ®(a,#’, ¢') en la ecuacion (3.23)

o(7) = /0 " d¢’ [ /0 1 d(cos @) — / O d(cos 9')} alr® - ) (3.28)

T 4r 1 (r2 + a% — 2ar cosy)3/2

Determinar el potencial afuera de la esfera.

3.3 Separacion de variables

Si tenemos un problema de condiciones de contorno pero en el interior no hay cargas
fuentes p(x) = 0 en V entonces debemos resolver a la ecuacién de Laplace. La ecuacién
de Laplace puede ser resuelta proponiendo una solucién que es un producto de funciones
de sus variables independientes, es decir asumiendo que la solucion es separable en sus
variables independientes. Dado que la solucion es tnica si existe tal solucién la solucion es
por lo tanto separable. Existen en total 11 tipos de coordenadas para los cuales se conoce
la solucién de la ecuacién de Laplace. En este curso solo veremos 3 de estas coordenadas:
rectangulares, esféricas y cilindricas.

Dado que el conjunto de soluciones es un conjunto ortogonal y completo, entonces
estas soluciones pueden ser utilizadas para todos los casos cuya geometria este ligada al
tipo de coordenadas que se utiliza.
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Figura 3.3: Condiciones de contorno del
potencial en un cubo.

3.3.1 Ecuacion de Laplace en coordenadas rectangulares

La ecuacion de Laplace en coordenadas rectangulares es

?d  9*°® 9?0
ot o T =0 (3.29)

Proponemos que la solucién puede escribirse como el producto de tres funciones; cada
una de estas funciones es solo funciéon de una de las variables independientes del problema
T, 2

O(z,y,2) = X(2) Y(y) Z(2) (3.30)
Reemplazando en la ecuacion:

1d2X+ 1d2Y+ 1d2Z
X de2 Y dy? 7 dz?

—0 (3.31)

notese que la derivadas son derivadas totales. Entonces la ecuacién (3.31) ha quedado
expresada en tres términos los cuales cada uno depende de una variable distinta, esta
es la cualidad interesante que tiene la ecuacién de Laplace (como toda ecuacién lineal)
por lo que para que esta expresion sea valida cada uno de los términos deberia ser una
constante ya que si dependieran de cada una de las variables no habria forma de satisfacer
la ecuacion, porque son variables independientes.

Supongamos que tenemos que encontrar el potencial en un cubo que tiene condiciones
de contorno periddicas en x e y y no periédicas en z. Esto permite que la ecuacién pueda
ser expresada como tres ecuaciones diferenciales ordinarias en variables diferentes es decir

1 d2X ,

- — 32
X dz? @ (3:32)
1d%Y )
?d—yQ = —p%, (3.33)
1d*Z
=2 (3.34)

Z 42
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donde el signo de la constantes se ha tomado de acuerdo a la condiciéon de contorno. Si
la condicion es periddica se toma negativo, si la condicién es no periddica se toma la
constante positiva. Si se reemplaza en la ecuacién de Laplace (3.29), estas tres ecuaciones
diferenciales ordinarias, (3.32)-(3.34), se tiene que las constantes deben satisfacer

o + B2 =2 (3.35)
Las soluciones para cada ecuacion diferencial ordinaria son
X = sin(ax), cos(ax), Y = sin(By), cos(By), Z = exp(£vyz). (3.36)

También se pueden expresar las soluciones en x y y en exp(=+icx), conviene uno u otro
conjunto dependiendo de las condiciones de contorno. Para determinar las constantes «
y B, ademas del conjunto de soluciones necesitamos imponer las condiciones de contorno.
En el caso de la coordenada z se puede utilizar también sinh(vyz), cosh(yz). Por otro lado,
una vez conocidas a y 3, v queda determinada a través de la restriccion resultante de la
ecuacion de Laplace.

Supongamos una caja con una arista ubicada en el origen y el resto de las aristas se
encuentra en el subespacio positivo, cuyos lados en x, y y 2 son a, b y ¢ respectivamente.
La caja tiene potencial & = 0 excepto la cara superior z = ¢ la cual tiene un potencial de
¢ =V(z,y).

De la condicién ®(x

0) = 0 se tiene que X = sin(ax)

De la condicién ®(y = 0) = 0 se tiene que Y = sin(By)

De la condicién ®(z = 0) = 0 se tiene que Z = sinh(yz)

Como ® =0 en = a entonces X = sin(aa) = 0, luego la condicién es que aa = nw
es decir que « esta cuantizado de la forma:

a=— (3.37)

De la condicién de contorno en y = b se tiene

mm
g =— (3.38)
b
Entonces los funciones en las variables x e y quedan cuantizadas, debido a que hemos
exigido condiciones periddicas en un dominio acotado, de tal manera que n y m determi-
naran el numero de raices en las direcciones x y y respectivamente.

Luego v queda determinado por

2

== () =

Estos conjuntos de funciones ortogonales son completos en la caja sujeto a todas la fun-
ciones que cumplen con las condiciones de contorno.
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La solucion general serda suma de todos los modos posibles

O(x,y,2) = Z Ay sin(a,x) sin( B, y) sinh(y,m2) (3.40)

n,m=1

con la condiciéon de contorno que falta en z = ¢ se debe satisfacer:
O(z,y,2=c) =V(z,y) (3.41)

por lo que se deben elegir los coeficientes A,,, para que se cumpla esta condicién. Dado
que las funciones sin y cos son una base en una superficie rectangular, para cualquier
V(z,y), se determina las constantes, A,,,,

4 a b ' )
Apm = m/o /0 V(z,y)sin(a,z) sin(f,,y)dz dy (3.42)

esto se obtiene evaluando a (3.40) en z = ¢, multiplicando a ambos lados por sin(a,, ) sin(S,,y)
e integrando z v y y usando ortogonalidad de las funciones que las pensamos como vectores
y cuyo producto interior esta definido por la integral en la superficie prescripta.

3.3.2 Ecuacion de Laplace en coordenadas polares

Si tenemos un problema electrostatico sin fuentes p = 0 que tenga geometria cilindrica y
que tenga simetria en el eje z o que se pueda expresar en coordenadas polares, e.g. discos
concéntricos, planos formando un angulo, etc. Entonces cuando decimos que un problema
tiene geometria cilindrica nos estamos refiriendo a que las condiciones de contorno del
problema estan expresadas en coordenadas cilindricas. Ademads, si decimos que tiene
simetria en una de las variables, lo que estamos diciendo es que las condiciones de contorno
son independientes de esa variable, y por lo tanto la solucién del problema, el potencial,
sera independiente de esa variable. Entonces por ejemplo nos estamos refiriendo a un
problema de condiciones de contorno en un cilindro ®(p = a,¢,2) = V(¢) y se quiere
encontrar el potencial en el interior del cilindro.
La ecuacion de Laplace en coordenadas cilindricas es:

1 1
;ap(papcb) + Ec?;d)cb +02.® =0. (3.43)

Esta ecuacién se deduce de (??7) usando los factores de escala de coordenadas cilindricas.
Un compendio de los principales operadores diferenciales expresados en distintas coorde-
nadas puede ser encontrado en la tabla Schaum.

Dado que las condiciones de contorno del problema que hemos propuesto son indepen-
dientes de la variable z, la solucién también lo es ®(p, ¢), por lo que el dltimo término de
(3.43) se anula y unicamente debemos resolver el problema en el plano:

1 1
;ap(papcb) + ?(922(1) = 0. (3.44)
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Asumiendo la solucién es separable en las variables p y ¢, se propone una solucién de la
forma,

® = R(p)¥(¢) (3.45)

Reemplazando la solucién propuesta en la ecuacion diferencial (3.44), en forma equivalente
al caso de coordenadas rectangulares, para satisfacer la ecuacion diferencial resultante
cada uno de los términos de la ecuacion deben ser constantes:

%ap(papR) _— (3.46)

050 = —v? (3.47)

Nuevamente hemos elegido la constante negativa en la variable que esperamos tenga
soluciones periédicas. Resolviendo la ecuacion para p, (3.46),

9,(pd,R) = u2§ (3.48)

las posibles soluciones son R, = p* donde aun no se ha demostrado la cuantizacién es
decir v es un ntumero real.
En el caso en que v = 0 se tiene que

9,(pd,R) = 0 (3.49)

cuya solucién es
R,—o=Cln(p/po)- (3.50)

En el caso de la variable angular, la solucién propuesta de (3.47) es
U(¢) = Acos(v¢) + Bsin(veg) (3.51)

en el caso de v =0 es

UV=FE+F¢ (3.52)
como las funciones deben ser univaluadas se debe pedir que:
®(0) = ¢(27) (3.53)
es decir que la funcion ® debe satisfacer condiciones de contorno periédicas, para qualquier
angulo se debe cumplir que sea igual a los angulos que coinciden con este,
cos(vg) = cos(v(¢ + 2m)) (3.54)

esta condicion se satisface cuando v es entero y lo llamaremos n, ademas se debe pedir
por la periodicidad que F' = 0.
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La solucion general de la ecuacién de Laplace para un problema en coordenadas po-
lares, i.e. coordenadas cilindricas con independencia de la variable z, es

B(r,,2) = a (/o) + 3 {[an c08(nd) + by sin(n)]g" + [en co5(n6) + dsin(n)}o™"}.
" (3.55)

Ejercicio 3.12: Se tienen dos discos concéntricos de radios p = a 'y p = b con potenciales
O(p=a)=V,y ®(p=">0) =V,. Determinar el potencial en el interior entre los discos.

Rta. La solucién viene dada por (3.55). Dado que el problema es independiente de
¢, se deduce que de la solucién general (3.55) se tiene ay, by, ¢, y d, iguales a 0, luego
solo permanece el primer término en (3.55). Las dos constantes se deben determinar de
la condicion de contorno, por comodidad reescribimos las constantes de tal manera que
la solucion sea ® = A + Bln p, luego

A+ Blna=W (3.56)
y
A+ Blnb=1V, (3.57)
la solucién es
® = (In(a/b)) ' [ViIn(p/b) — Valn(p/a)]. (3.58)

3.4 Ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas.

Simetria azimutal

Supongamos un problema donde se quiere determinar el potencial en un dominio que
esta libre de cargas (p = 0) con condiciones de contorno en una esfera de radio r = a
donde el potencial es V(6). En este caso lo mas conveniente es utilizar la ecuacién de
Laplace en coordenadas esféricas y determinar el conjunto de funciones ortonormales que
satisfacen esta ecuacion de Laplace con simetria azimutal, i.e. el problema y en particular

su solucion es independiente de ¢.

Figura 3.4: Problema de simetria azimutal,
representado por la banda independiente
de ¢.
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Entonces en todo problema con geometria del tipo esférica si las condiciones de con-
torno son independientes del angulo ¢ se puede plantear como un problema de simetria
azimutal en el cual la solucién ®(r, #) serd independiente de la variable ¢.

La ecuacion de Laplace en coordenadas esféricas es:

Dp(sin 6 0y®) + — 32,8 = 0. (3.59)

r2sin® 6

1
—02 (r&
r r(r®) + r2sin 0

Para resolver esta ecuacion utilizamos el método de separacién de variables. Como el
problema tiene simetria azimutal proponemos una solucién que sea independiente de ¢,

P(6) (3.60)

si sustituimos esta solucién en la ecuacion (3.59) se debe cumplir que

U

r3sin

P
?83TU + Dp(sin 00y P) = 0 (3.61)

Dividiendo a (3.61) por la solucién propuesta (3.60) se tiene que

r? 1
—0*U
u'r + sin O P

&;(sin 989P) =0 (362)

Dado que los dos sumandos son funciones de variables distintas, estos deberian ser con-
stantes por lo tanto la funciéon en r queda

2

%cﬁU =1l +1). (3.63)
La solucién que satisface esta ecuacién diferencial ordinaria es U = Ar'*! + Br=!. La
constante justanmente la elegimos como [(l 4 1) considerando el tipo de solucién. Noétese
que por el momento [ puede ser cualquier niimero real luego veremos que dadas las condi-
ciones de contorno que debe satisfacer la funcién en 6, [ debe ser un nitmero natural.
Veamos la forma de la solucién en la parte angular, en funcién de 6,

1 .
epag(sm 00y P) = —I(1+ 1) (3.64)

S1n

Realizando un cambio de variable z = cos @ se tiene

&gP = acosgpag cos (365)
— 8IN 0005 9 P (3.66)
= —(1-2HY29,P (3.67)

la ecuacién diferencial que resulta reemplazando (3.67) en (3.64) es entonces:

9:[(1 = 2*)0,P] + (Il +1)P =0, (3.68)
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esta es una ecuacion clasica del problema de Sturm-Liuville que puede encontrarse en
los libros de fisica matematica o la tabla Schawn, la solucién a esta ecuacién son los
polinomios de Legendre Pj(z). Este es un conjunto completo de funciones en el intervalo
—1 <z < 1. En coherencia con el dominio de nuestra variable original ya que x = cosf.

Los polinomios de Legendre son ademas ortogonales entre si. Esto se cumple para
cualquier problema de Sturm-Liuviulle. La condicién de ortogonalidad es

1
Notar entonces que los polinomios de Legendre no estan normalizados. La condicién de
“normalizacién” que satisfacen son: P;(1) = 1 es decir que en el extremo superior los
polinomios valen 1, pero no la integral entre ellos que es lo que define el producto interior
en el espacio vectorial en consideracién.

Todas las ecuaciones diferenciales ordinarias lineales de segundo orden pueden es-
cribirse en la forma de Sturm-Liuville,

(M) + ataly = ~xutoy (3.70)

donde A son los autovalores y las soluciones y son las autofunciones. Si las funciones son
continuas, p'(z) q(z) y w(x) y p,w > 0 con condiciones de contorno homogeneas. Se tiene
que

1. Existe un conjunto discreto de autovalores, \; < Ay < As3,---, las autofunciones
correspondientes a cada autovalor tienen n — 1 raices.

2. Las autofunciones son una base ortonormal en el espacio de Hilbert de L?.

Las caracteristicas y propiedades de los polinomios de Legendre pueden verse en al-
gun libro de fisica matematica, e.g. Morse and Fesbach, aqui no explicitaremos las
propiedades, salvo alguna que otra excepcién, como la féormula generatriz que veremos
a continuacion. Figura 3.5 muestra los primeros polinomios.

Para obtener a los polinomios proponemos que la solucién a la ecuaciéon diferencial
(3.68) es una serie de potencias de la forma:

o0

P(x) =z° Z a;z’ (3.71)

J=0
reemplazando en la ecuacion (3.68) se obtiene la relacién de recurrencia para los a;

(@+i)la+i+1)—Il(l+1)
(a+j+Da+j+2) Y

(3.72)

Ajy2 =

para que la serie termine y asi tener una solucién finita, i.e. acotada como es esperable
fisicamente, en el intervalo —1 < x < 1 se necesita que [ sea un entero positivo.
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0.75 A

0-501 Primeros polinomios de Legendre:

0.25 1 Py(z) =1
Eg 0.00 Py (517) =T
~0.25 - Py(z) = %(3:E2 -1)
050 Py(z) = 3(52° — 2x)
Py(x) = £(352* — 3022 + 3)

—0.75 A

—1.00 A

-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Figura 3.5: Primeros 4 polinomios de Legendre.

A partir de estos polinomios teniendo en cuenta que es un conjunto completo en
—1 < x <1, cualquier funcion dentro de este intervalo puede ser escrita como

flx) = AP(x) (3.73)
=0

Retomando nuestro problema electrostatico, la soluciéon general para el problema de
simetria azimutal es, ® = %P,

O(r,0) =Y (Ap' + Bir~ V) Py(cos 0) (3.74)
=0

Luego la metodologia para un problema de condiciones de contorno con simetria az-
imutal es proponer la solucién general para este tipo de problemas (3.74) para luego
determinar los coeficientes A; y B; tal que se satisfagan las condiciones de contorno.

Supongamos un problema interno a una esfera de radio a cuyo potencial es V' (0), en
este caso B; = 0 ya que el potencial debe ser finito en el dominio en cuestién (en particular
en r = 0) debido a que no hay cargas, luego los A; se determinan imponiendo la condicién
de contorno es decir: .

O(r=a)=V(0) =) _ Aa'P(cosb) (3.75)
=1
debemos por lo tanto expresar a la condicién de contorno V() como una superposicién
de polinomios de Legendre y de esta manera podemos determinar los coeficientes A;.
Multiplicando entonces por Py(cos ) y usando la condicién de ortogonalidad se tiene:

(2041

A= 5 >/ V(8)P,(cos 8) sin 6d0 (3.76)
0
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Si el problema fuera el externo, en este caso lo que pedimos es que el potencial vaya
a 0 para r — oo por lo que se tiene que 4; =0y

O(r=a)=V(0) = i Bia~ "V Py(cos 6) (3.77)

=1
En este caso los coeficientes B; quedan determinados por la siguiente integral

(20 + 1)a't?

B =

™
/ V(6) Py(cos 0) sin 040 (3.78)
0
Una alternativa como método para encontrar la solucion es si conocemos la solucion en
una region del dominio, como los coeficientes A; y B; son tnicos si se pueden determinar
en esa region especifica, éstos son los coeficientes para todo el dominio.
Supongamos por ejemplo que conocemos la solucién en el eje de simetria, eje z,

O(r, 0 =0,7) =V (z) (3.79)

en el caso de 21, es decir 6 = 0, los coeficientes estan normalizados para x = 1, Pj(cos0) =
1, entonces se tiene que

O(r,0) =Y [Ar! + Br= )] (3.80)
1=0
en el caso de z~,es decir § = 7, Pj(cosm = —1) = (—1)! entonces
O(r,m) =Y (—1)'[Ar! + Br= ). (3.81)

1=0
Ejercicio 3.13: Resolver el problema de Laplace tipico, que ya resolvimos usando

funcién de Green, una esfera que tiene potenciales opuestos. En el hemisferio superior el
)
potencial es +V y en el inferior es negativo —V'.

3.4.1 Funcién de Green para un problema sin CCs con simetria
azimutal

Hasta el momento hemos visto como el método de separaciéon de variables nos permite
encontrar soluciones a la ecuacion de Laplace. A la vez este método nos muestra los
conjuntos completos de funciones para una dada geometria, esto puede ser utilizado para
escribir la solucion general del problema cuando hay cargas.

La funcion de Green para un problema sin condiciones de contorno, puede ser facil-
mente determinada de la soluciéon del potencial de una carga puntual en el espacio,

_ 1 4
P 47'('60 |f—fo‘

(3.82)
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si tomamos ¢ = 4meg tenemos que la funcién de Green para el problema es

1
G(Z,7) = . 3.83
E5) = (38
La solucion general es como sabemos
1 o 1 ()
¢ = NG NdV' = dav’. 3.84
4meq /p(:c) (%,7) 4meq / |7 — 2| (3:84)

Si el problema a resolver tuviera simetria azimutal, es decir la densidad de carga es tal
que tiene simetria azimutal lo mas conveniente es expandir la funcién de Green en los
polinomios de Legendre (para utilizar la ortogonalidad de los polinomios).

Para determinar esta expansién haremos uso de la metodologia explicada anterior-
mente, conociendo la solucién en z determinamos los coeficientes en el eje z. Primero
ponemos el punto carga @’ en z (6 = 0) y luego expandimos en los P;(cos 6):

(e o]

1
5 = > (At + B~ ") Py(cos ) (3.85)

|7 — &
1=0

donde @ esta representando el dngulo entre el punto fuente ubicado en el eje z y el punto
de observacion ubicado en x con coordenadas r,#. Notar que en el caso en que ' no este
en el eje de simetria en lugar de tener el angulo 6 tendremos el angulo v que es el angulo
entre los vectores 'y @'.

Ahora vamos a utilizar la metodologia introducida en la seccién anterior, en la cual si
conocemos a la solucién en una regién en el dominio como la solucién es tinica podemos
encontrar los coeficientes alli y luego esos coeficientes son los que definen la solucion
general. Para esto ubicamos al vector Z en el eje z, el punto de observacién lo ponemos

en el eje z, en este caso

Lo (3.86)

&z |r—r

realizando un desarrollo de Taylor, para r > r':

=5 r( —17“’/7’) - %i (T?)l (3.87)

para r < r':

1 1 o= /7!
T’—T:FZ<P)7 (3.88)

luego en una sola ecuacién escribimos que:

1 1 ro\!
= — — 3.89
| — 7| r> Z (7”>) ( )

=0

donde debe interpretarse a r- como el menor de r y r’ y en forma equivalente a r-.
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De esta manera hemos determinado los coeficientes A; y B; que dependeran de la
magnitud de " y r.
Luego podemos expresar al caso general:

ﬁ,| Z (cos7) (3.90)

=0 >

Y la solucion general resultante sin condiciones de contorno y en un problema de una
distribucion de cargas con simetria azimutal es

47T€0 ZZ / (#)

Considerando que la densidad de cargas tiene simetria azimutal se puede expresar en

Pl (cosv)dV". (3.91)

los polinomios de Legendre y luego se puede usar la ortogonalidad de los polinomios para
resolver la integral (3.91). Se debe tener cuidado con las dependencias angulares, recordar
que vy depende de ambos 0, ¢ y ¢, ¢'.

3.5 Problema general de simetria esférica

Comenzamos nuevamente con la ecuacién de Laplace en coordenadas esféricas pero ahora
las condiciones de contorno y por lo tanto la soluciéon depende de ¢:

1o
— o i ) o = .92
T@,r(r )+ - Smeag(sm@@g )+ Sl 08¢¢ 0 (3.92)
Proponemos una solucion separable en sus variables
U(r
2= "D po)a0) (3.93)

Si sustituimos la solucién propuesta en la ecuacién diferencial (3.92) y multiplicamos por

r sin? 0
PG la ecuacion resultante es

sin? 6 d2 U+

1 , 1,
T Psinedg(sm 0dyP)| + @dWQ =0 (3.94)

La ecuacion que resulta es de la forma f(6,7) + g(¢) = 0, por lo que las dos funciones f
y g tienen que ser constantes:

1 .
édé@ﬁ@ = —m? — Q = exp(£ima) (3.95)
reemplazando en (3.92)
PeUe—q (sin §dy P) — ™y (3.96)
U Psing ! 0 sin?0 ‘
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La ecuacion que debe satisfacer para la coordenada r al igual que en el caso de simetr
‘ia azimutal es:

;d?rU =1(l+1) (3.97)
Finalmente para las coordenada 6 tenemos
1 2
Sinng(sim 0dyP) + [l(l +1)— M} P=0 (3.98)

Es decir que debido a la dependencia en ¢ del problema ha aparecido un término extra
m2
" sin?0

La solucién a este problema son los polinomios asociados de Legendre P/(z). Para

P en la ecuacion para rf que encontraramos en los problema de simetria azimutal.

que la solucién sea finita en —1 < 2 < 1, [ deberfa ser un entero positivo o 0y |m| <1y
—l <m < [. Claramente cuando m = 0 se converge a los polinomios de Legendre.

Las funciones asociadas de Legendre son un conjunto completo —1 < z < 1 y ademas
son ortogonales es decir satisfacen la relacion

1 !
[ AR ads = 5 (3.99)
notar que la ortogonalidad es para un m fijo.

Por otro lado como es bien conocido la funciones @,,(¢) = exp(ime¢) forman un
conjunto completo de soluciones en 0 < ¢ < 2m. Por lo tanto P"Q,, es un conjunto
completo en la esfera unitaria para los indices | y m.

El conjunto de autofunciones normalizas sobre la esfera unitaria son:

20+ 1 (1 —m)!
Ar (I 4+ m)!

1/2
Yin(6,6) = [ ] P (cos 6)e™ (3.100)

Los Y}, son denominados armonicos esféricos y por definicién estan normalizados en la
superficie de la esfera unitaria, por lo que cumplen con la propiedad

/dQ l;km’(ea QS)Y}m(Qa ¢) = 5ll’5mm’ (3101)

Por completitud podemos expresar a cualquier funciéon sobre la esfera como una super-
posicion de armoénicos esféricos:

00 !

90,0) =D > AmYim(6,9) (3.102)

=0 m=—1

donde A}, = [dQY:.(0,6)g(0, ¢).
De (3.94) se ve que los drmonicos esféricos satisfacen la ecuacion:
I(l+1
V2Yin(6.0) = — Dy 6.0) (3.103)

r2
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donde los autovalores son A = —I(l + 1).

Existe una degeneracién en los m ya que estos pueden ir desde —m hasta m. Es decir
que existen 2/ + 1 estados, i.e. autofunciones, con el mismo autovalor (todos los Y}, con
[ fijo).

Como los armonicos esféricos son un conjunto completo de funciones en la esfera
unitaria a cualquier funcién f (6, ¢) se la puede escribir como una combinacién lineal de
los Y,

00 l
=0 m=—1

Para determinar los coeficientes A;,,,, multiplicamos por Y}! (6, ¢) a ambos lados de
(3.104)

[ 16.0)75,0.6042 =3~ 3 Aun [ Yin(6.0)Yi(6.6)d0 (3.105)

=0 m=—1

usando la ortonormalidad de los arménicos esféricos, 0y dpmm = [ Yim (0, ¢)Y;5 (0, ¢)dS,
resulta

/f (0, &)Y/ (6, ¢)dSY. (3.106)

Si se quieren corroborar estas ecuaciones (3.104) y (3.106), se reemplazan los coefi-
cientes (3.106) en (3.104)

/f (0, ¢ Z Z Yim (0, 9) Y5 (0, ¢')dQY (3.107)

=0 m=—1

finalmente se utiliza la relacién de completitud

6(¢p — ¢')d(cos O — cos ') = Z Z Yim (0, 0)Y,: (0, 8), (3.108)

=0 m=—1

demostrandose de esta manera que cualquier funcién en la superficie de la esfera unitaria
puede ser escrita como una superposicion de armonicos esféricos.
La solucion general en coordenadas esféricas es:

r0,6) =Y Z A + B 1Y, (0, ) (3.109)

=0 m=—1

3.5.1 Teorema de adicion de los armodnicos esféricos

El teorema de adiciéon de los armoénicos esféricos expresa un polinomio de Legendre de
cos~y, donde ~y representa el angulo entre el punto observacion Z y el punto fuente 7', en
términos de una combinacién lineal de armonicos esféricos:

P,(cos) = zz+1 Z YE (0, ¢ Y (0, 6) (3.110)
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Para demostrar este teorema existen varias alternativas. Jackson utiliza el hecho que los
Py(cos~y) satisfacen una ecuacién de la forma (3.103) y por lo tanto puede ser expresada
como una superposicién de los armoénicos esféricos para luego demostrar que los coefi-
cientes de la superposicién son los que establece el teorema (3.110). Una alternativa es
una demostracién por induccién dada por Coster y Hart la cual aparecié en el AJP, 59,
1991.

3.5.2 Funciéon de Green para un problema sin condiciones de
contorno de simetria esférica

Una de las aplicaciones directas del teorema de adicién es la expresién de la funcion
de Green sin condiciones de contorno para el caso de coordenadas esféricas, como fue

demostrado:
1 S

_ <
m ZT(lJrl)Pl(COS”)/), (3111)

1=0 ">
por lo que una expresién en los arménicos esféricos es obtenida facilmente reemplazando

la expresién dada por el teorema de adicién de los armonicos esféricos

l

ZZ e 7;%1 Vi (0, 6)Yin (0, 9). (3.112)

|x—x 2l—|—1

Por lo que la soluciéon general en un problema sin condiciones de contorno donde la
densidad de carga posee simetria esférica viene dada por

l

9] l
= 1 1 el 7"< * /Y, /
= EO;W;; QZHYzm(@,aﬁ)/p(:v) T Yo (0, ¢)av". (3.113)

>

3.6 Determinacién de la funcion de Green usando
separacion de variables

El método de separacion de variables nos permite resolver un problema de la ecuacion de
Laplace con condiciones de contorno de Dirichlet o Neumann, es decir un problema en
el cual no existen cargas en el interior del dominio. Como podemos hacer para resolver
entonces un problema que tenga cargas en el interior. Vimos que la funciéon de Green
nos permite transformar el problema general en un problema de una carga puntual con
condiciones de contorno triviales.

En general para encontrar la funciéon de Green usando las soluciones obtenidas por
separacion de variables podemos dividir el dominio en dos partes y dejar la carga en la
divisién. Por ejemplo si la carga esta ubicada a una distancia r = ' en un problema
expresado en coordenadas esféricas, entonces en el problema con r < r’ con contorno en
r = r’ no existen cargas y por lo tanto debemos encontrar la solucién a la ecuacion de
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Laplace, mientras en el problema “externo” para r > r’ se tiene que tampoco existen
cargas. Si existen condiciones de contornos por ejemplo en la superficie esférica de radio
r = a, (con a > 1) y estamos resolviendo el problema interno a una esfera de radio a,
entonces para determinar la funciéon de Green del problema debemos resolver el problema
de Laplace que cumpla con las condiciones de contorno triviales en r = a, luego en r = r’
debemos pegar la solucion de Laplace interior con la exterior, de tal manera que en el
contorno el potencial tenga un salto que represente a la carga puntual que se encuentra en
r=r1r,0=40,¢= ¢, mientras para otros # y ¢ con r = r’ se deben cumplir condiciones

de continuidad entre la solucién interna y la externa.
z

Figura 3.6: Problema para determinar la
funciéon de Green en coordenadas esféricas.
Dos subdominios en los cuales resolve-
mos la ecuacién de Laplace VG, = 0, y
V2G5, = 0. El interno es entre 0 < r < 7/
y el segundo es un cascarén esférico entre

r’ < r < a con condiciones de contorno
en ambas superficies esféricas. En r = o/
Y se deben pegar las soluciones G y G4 con-
siderando la presencia de la carga puntual

en el contorno.

3.7 Funcion de Green en coordenadas esféricas con
CCs

Queremos encontrar la solucién, funcién de Green, al problema general de una fuente
puntual en coordenadas esféricas con condiciones de contorno triviales en S dada en
coordenadas esféricas. Esto es

V2G(Z, %) = —4nd(Z,7) (3.114)
con las condiciones de contorno de Dirichlet Gp(Z,2") = 0 en S. La superficie S asumimos
viene definida en coordenadas esféricas. Para esto vamos a utilizar el metodo descripto en
la seccion anterior, dividimos al dominio en dos y dejamos la carga en el contorno entre
los dos dominios, de tal manera que cada dominio satisface la ecuacién de Laplace.

Ponemos el término no homogéneo, correspondiente a una carga puntual, en coorde-
nadas esféricas
NZ—1) = i5(7’ —1")0(¢p — ¢")d(cos 6 — cos ') (3.115)

r2
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Para determinar la funcién de Green proponemos entonces que ésta viene expresada
como una combinacion lineal de los armoénicos esféricos

G(7, Z Z A (7,00 ) Y (0, 9) (3.116)

=0 m=—1

sabemos que esto es vélido para cualquier punto con (7,6, ¢) distinto a (r', 6, ¢') ya que
en ese caso la ecuacion a resolver es la ecuacion de Laplace.

Si usamos la relacion de completitud de los arménicos esféricos (3.108) en la ecuacién
diferencial y usando que los arménicos esféricos son funciones ortogonales por lo cual cada
término de la serie debe anularse independientemente:

47T

V2 [ A (7,7,0', @) Yi (0, 0)] = —0(r =7’ Z Z Y0, &) Yim (0, 6). (3.117)
1=0 m=—1
Expandiendo el Laplaciano
V(A Vi) = Y“”a? (A + szz/zm (3.118)
como hemos visto ng)Y}m = l(lH)Ylm resultando
Lo i)~ D 4 = a0 i@ (3.119)

por lo que de esta forma ya nos queda definida la dependencias de A;,, en la forma

Apn(ry v’ 800" = g(r, 7)Y (6, ¢). (3.120)
Reemplazando (3.120) en (3.119), la ecuacién resultante para la parte radial es

l(l+1)g: —i—ﬂé(r—r) (3.121)

1
;dzr (rg(r, Tl)) -

r2

Esta es la ecuacién diferencial del problema radial, para r = r’ tenemos una ecuacién
homogénea, en cada pedazo r > r’ y r < r’ debemos proponer una solucién con distintas
constantes y luego tenemos que satisfacer la discontinuidad en r = 7’':

g { Ayt + B(r)r= D <y
l pu—

122
A (Pt + B (r")yr= D e > (3.122)

por lo que hasta el momento tenemos la funciéon de Green en coordenadas esféricas puede
ser escrita como superposicion de:

Gim (T, 7') = gu(r, ") Yim (6, 0)Yim (0, ¢') (3.123)

Supongamos el problema interior de la esfera.
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Como no hay cargas en el origen la funcién debe ser finita en el interior de la esfera,
i.e. B, = 0. Por otro lado, en r = a debe valer g;(a,r") = 0. Luego la funcién externa

debe satisfacer que:
Alal + B'a™Y =0 (3.124)

Las soluciones resultantes son

N A(r')r!
gl(r,r) = { B’(?"/) <a2rl% _ r—(l—i—l)) (3'125)

Por simetria las dependencias en 1’ deberian ser similares a las de r por lo tanto
l r'l —(1+1
Cr <a21+1 — /=D
)

oyl <a27;+1 _ )

(3.126)

notar que de esta forma hemos determinado las dependencias en ' de Ay B’ y por lo
tanto C' es una constante.

Para determinar C' se analiza como es el salto impuesto por la funcién delta en r = /.
La metodologia en estos casos es integrar la ecuacién diferencial (3.121) alrededor de

r’+e r’+e o
/ d? (rg;)dr = —47r/ Mdr (3.127)

/76 ,',,/76 7/.

r=r

donde el término proporcional a g/r se asume que es continuo por lo que no contribuye
si € es suficientemente pequeno.

La ecuacion resultante es

A
dr(rgl)|7“’+5 - dr(rgl)|r’—5 - _7 (3128)
es decir que la derivada de rg; debe tener un salto en r = /. Multiplicando por 7 a (3.126)
y derivando con respecto a r obtenemos

O+ 15 (s )

) (3.129)
o ((z + 1) + lr’_(l+1)>

d-(rgi)|r=r =

Luego restando los limites por izquierda y por derecha de (3.129) se debe satisfacer que

7"/21 1 7"/21 o A7
C{(Hl) {W—r’ ] — {(Hl)wﬂr’ ”:—7 (3.130)
de donde se deduce que la constante es
47
= . 131
¢ 2041 (3.131)

De esta forma hemos determinado la funcién de Green para un problema interno a
r = a en coordenadas esféricas la cual puede ser expresada en forma compacta por

l

00 1
— = r r - * / /
G@ET) =41 Y —= (azz? - — r>“+l>) (0,0 Y6, ¢) (3.132)
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3.8 Problemas en coordenadas cilindricas

El problema de la ecuacién de Laplace en coordenadas cilindricas podria ser considerado
la extensién del problema de coordenadas polares que ya estudiamos. La ecuacién de
Laplace en coordenadas cilindricas es

1 1
0pp® + ;apcb + Ea;qﬁcb + 02,0 = 0. (3.133)
Proponemos una solucién a esta ecuacion con variable separables

= R(p)Q(6)Z(2) (3.134)

Las ecuaciones resultantes para cada una de las variables son

.7 —-kKZ=0 (3.135)
d?2,Q + Q=0 (3.136)
Finalmente la ecuacién en p es
2 1 oV
ds, R+ ;@R + | k7= o R=0 (3.137)

Las soluciones para las coordenadas z y ¢ son:

7 = e*k: (3.138)
Q = o (3.139)
Realizando un cambio de variable x = kp la ecuacién que nos queda para R es
9 1 V2
dz, R+ -d;R+|1—-— ) R=0 (3.140)
x x

Esta es la ecuacién de Bessel (ver por ejemplo la tabla Schawm) cuya soluciones son las
funciones de Bessel de orden v, en el caso en que v no es entero, las funciones independi-
entes son J, y J_,

Flp) =" Adi(aimp/a) (3.141)
donde x,, es la raiz de J(x,,) = 0. Notar que la superposicién incluye ambas funciones.
Para el caso v entero, la solucion general la escribimos por

[e.9]

£(p) = [Avadu(@unp/a) + BuuN,(wpnp/a)] (3.142)

n=0

donde N, es la funcién de Bessel de segunda especie (tener cuidado con la notacién para
no confundir con los arménicos).
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0.8 —_— 5

0.6 q

0.44

g Primeras funciones de Bessel:
0.2 Jo(VT') _ smy(;/r)
0.0 Jl(VT') _ er;iz;(r) )_ ct;sy(:rz | .
—0.2 JQ(I/T’) ?:;)I;T‘ - C(ii)l;r - smy:r

—0.44

Figura 3.7: Primeras 6 funciones de Bessel en
funcion de z = vr.

Los coeficientes son estimados de la ecuacion

2 a Tynp
A = 55— J,, d 3.143
AT o) /0 pf(p) ( . ) p (3.143)

En general si v no es un entero las funciones linealmente independientes que se pueden

tomar son las funciones de Bessel de primera clase J, y J_,. En el caso que v sea entero,
que es el relevante en electromagnetismo cuando tenemos la exigencia de continuidad del
potencial en ¢, entonces se deben tomar las funciones de Bessel de primera clase J, y las
funciones de Neumann N, (z) (funcién de Bessel de segunda clase) en lugar de J_,,.

Supongamos el problema de un cilindro cuya tapa en z = [ tiene condiciones de
contorno ® = V'(p, ¢) y las otras caras vienen definidas por ® = 0.

Para que se anule en z = 0 la solucidn, (3.138), nos queda que Z = sinh(kz).

Para que nos cumpla continuidad en ¢, Q(0) = Q(27), nos queda que

Q) = Asin(m¢) + B cos(mg). (3.144)
Mientras la solucion en la parte radial es:
R(p) = CJn(Tmnp/a) + DNy (Zmnp/a) (3.145)

Para el caso del interior de cilindro la soluciéon debe ser acotada y por lo tanto se toma
D = 0. La solucién general es:

O (p, b, 2) Z Z mn SIN(M@) + By, cos(me)| I (kmnp) sinh (kpp,2) (3.146)

m=0 n=1

donde ki, = Ty /a.
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Ahora tenemos que imponer la condiciéon de contorno en z = I:

Amn = 2 72 2 i
Ta Jm+1(kmn@) sinh(kmn L) (3147)

Jo dp J57d¢ [5 dp pV (p, &) Ton(Kin ) sin(m)

an = 272 2__
ma?J7 o1 (kmna) sinh(kmn L) (3148)

[27d¢ [ dp pV (9, 0) T (Kmnp) cos(me).

3.9 Determinacion de la funcién de Green usando

autofunciones

La funcién de Green puede ser determinada en términos de las autofunciones correspon-
dientes al problema de autovalores asociados al operador de Laplace. Es decir planteamos
un problema de autovalores asociado al operador de Laplace

V2F(x) + AF(x) =0 en V (3.149)

F=0 en S (3.150)

En el caso de la funcién de Green la ecuacién que tendriamos que resolver es
V232G (x) + 4md(x —x') =0 en 'V (3.151)

Pensando entonces en las autofunciones F,(x), vamos a asumir que el espectro de
autovalores es discreto pero también se podria derivar para un espectro continuo.
Luego si exigimos que

S(x=x)=> a,Fy(x) (3.152)

es decir asumimos que el conjunto de autofunciones es completo y por lo tanto cualquier
funcién en el dominio del problema puede ser escrita como una superposicion lineal de las
autofunciones.

Para determinar los coeficientes hacemos el tratamiento estandard multiplicamos por
la funcién F}(x) (asumimos autofunciones complejas), integramos y usamos la ortogo-
nalidad de las autofunciones para determinar que

Uy = / §(x —xVE)(Z)dZ = F (T) (3.153)
1%
Pero entonces ya tenemos la funcién de Green:

Gy(x) = —41 ) %Fn(x) (3.154)



Version: April 27, 2022 69

Es decir que hemos utilizado la completitud de las autofunciones para representar
a la 0 como superposicion de éstas. Este es un método bastante general para resolver
problemas no-homogéneos.

Para concluir, esta derivacién es la tercera metodologia que disponemos para deter-
minar la funcién de Green. El método de las imagenes para problemas relativamente
sencillos geometricamente. Mientras la segunda consiste en subdividir el dominio en dos
y dejando en la interface entre los dos dominios a la carga puntual de 47ey, de esta man-
era resolvemos dos ecuaciones de Lagrange en cada dominio y luego tenemos que pegar
las soluciones de estos problemas considerando la presencia de la carga en el contorno.
Finalmente, la tercera metodologia propone resolver directamente el problema de auto-
valores y autofunciones asociado a la ecuacién de Lagrange (3.149), la superposicién de
estas funciones explicitada en (3.154) nos determina la funcién de Green del problema.



